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DE QUELQUES 



SURFACES ALGÉBRIQUES 

ENGENDRÉES PAR DES COURBES 
DU SECOND ET DU TROISIÈME ORDllE 



AVANT-PROPOS 



La théorie des surfaces réglées a pour suite logique l'étude des 
formes engendrées par des courbes, planes ou gauches, d'orJre 
supérieur au premier. 

Le domaine où nous allons pénétrer, est d'une étendue considé- 
rable et les géomètres s'en sont relativement peu occupés. On peut 
prévoir que les méthodes d'investigation actuellement connues 
suffiront à peine pour les cas les plus simples, à savoir ceux où 
les courbes génératrices sont des coniques ou des cubiques 
gauches. 

Toutes les coniques de l'espace sont en nombre oo^. Celles de 
ces courbes qui satisfont à i conditions forment une multiplicité 
de l'ordre fx = 8 — i. Nous excluons d'abord les cas où l'on a 
|u > 2; il se peut que ces cas présenteat de rintérêt; ce seraient 
des généralisations de la théorie des complexes de droites; 
mais ils ne peuvent entrer dans le plan que nous nous sommes 
proposé. 

Quant aux systèmes doublement inânis de coniques, ils n'engen- 
drent pas une figure, dans le sens ordinaire du mot; mais leurs 
plans enveloppent une surface. Dans une Note présentée à l'Aca- 
démie royale de Belgique, nous avons déterminé la classe de cette 
surface, lorsque les courbes génératrices sont assujetties à 
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s*appuyer sur des directrices rectiligiies ou autres et nous avons 
indiqué quelques conséquences relatives à des systèmes simple* 
ment infinis de coniques. Le contenu de cette Note, remanié et 
condensé, nous fournira la matière de notre Chapitre I. 

Quelques cas particuliers de systèmes simplement infinis de 
coniques seront traités avec plus ou moins de détails dans le 
Chapitre II. 

Pour les cubiques gauches, des considérations analogues à 
celles qui précèdent peuvent être formulées. Mais le nombre des 
cas possibles est beaucoup plus grand; d'autre part, la difficulté 
croissante du sujet nous oblige à restreindre beaucoup le champ 
à explorer. Nous nous bornons, dans le Chapitre III, à considérer 
un système spécial de oc' cubiques et â examiner quelques formes 
qui prennent naissance quand on soumet ces courbes à une 
condition de plus. 

Nous croyons que ces matières doivent tirer leur principal 
intérêt des méthodes utilisées pour les étudier. Nos trois chapitres 
correspondent à des procédés de recherche difierents et, pour ne 
point trop allonger ce travail, nous avons renoncé à tirer de ces 
procédés tout ce qu'ils peuvent donner, nous contentant de les 
illustrer, en quelque sorte, par des exemples. 

Qu'il nous soit permis de remercier Messieurs les Professeurs 
C. Servais, J. Neuberg et A. Demoulin pour lappui bienveillant 
qu'ils nous ont prêté pendant la rédaction du présent travail. 



CHAPITRE I. 



Sur les plans coupant un système de lignes de l'espace en 

six points d'une conique. 



t. L'étude des cooiques qui s'appuient, par plus de cinq points, sur 
un système de lignes de l'espace, apparaît comme une extension de la 
théorie des plurisécantes des systèmes de courbes gauches. 

Les étapes naturelles de cette recherche sont les suivantes. 

P Soient des lignes c,, Cn', ... dont Tordre total est m\ on cherche 
Tenveloppe des plans des coniques qui passent par i points de </n, par i' 
points de (?«',•••, i-j-i' + ••• étant égal à 6. Lorsque m est égal ou 
supérieur à six, ces courbes sont en nombre doublement infini et leurs 
plans enveloppent une surface. 

2° Si w > 7 et si » -|- i' -|- ... == 7, les coniques en nombre simplement 
infini engendrent une surface et leurs plans enveloppent une déve- 
loppable. 

3" Si 7W > 8 et t-|-i' -^ ••• = 8, le nombre des coniques satisfaisant 
aux conditions énoncées est fini. 

4<* Si »i > 9 ( t ê -I- i' + • .. =9, il n'y a pas, en général, de coniques 
satisfaisant aux conditions imposées, mais, lorsqu'il en existe, cette 
circonstance établit une liaison entre les courbes directrices données. 

Nous ne traiterons ici que le premier de ces quatre cas. De plus, les 
lignes données seront, par hypothèse, des courbes algébriques et même, 
sauf une exception, des courbes rationnelles. 

9. Supposons, en premier lieu, que le système se réduise à une courbe 
unicursale unique Cm. Soit n un plan qui la coupe en m points dont six 
sont sur une même conique Ct, Par cette conique et par quatre points 
A, B, C, D, pris à volonté dans l'espace, on peut mener une quadrique Ss 
qui coupe Cm en 2m points dont six sont dans un même plan. Réoipro- 

i 
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quement, si une quadrique Sj passant par A, B, C, D coupe Cm en 2nt 
points dont six sont dans un même plan tt, cette quadrique contiendra 
toute la conique Ci menée par cinqdei (*^s six points et par suite, cette 
courbe c% passera aussi par le sixième point; à moins que S2 ne dégénère 
en deux plans dont Tun sera tt et dont nous appellerons Tautre tt'. Mais, 
si A, B, Cf D ne sont pas dans un même plan, dans le cas exceptionnel 
que nous venons de signaler, un de ces quatre points, au moins, sera 
dans le plan tt et les autres dans le plan tt'. 

Cherchons la classe de la surface enveloppée par les plans tels 
que TT, ou cherchons combien de plans pareils passent par une droite 
d prise à volonté, mais ne rencontrant aucune des droites AB, AC, 
AD, BC, BD, CD. 

Nous devons donc déterminer combien de groupes de six points de Cm 
sont, à la fois, dans un plan passant par d et sur une quadrique non 
dégénérée passant par A, B, C, D. 

Les quadriques St menées par A, B, C, D forment un sjstème 
linéaire quintuplement inôui et marquent, sur la courbe rationnelle Cm, 
une involution I|*", tandis que les plans menés par d y n arquent une 
involution I^. Le nombre des groupes de six points communs à ces 
deux involutions est, d'après un théorème de M. Le Paigb, 

C^ représentant le nombre de combinaisons simples de k lettres i à {. 

Mais, dans chacun des quatre plans (^A), (efB), (^C), (iD), il j a C^ 
groupes de six points situés sur une quadrique dégénérée et^ d'après 
une remarque antérieure, ces groupes doivent être écartés, de sorte 
qttê le nombre des sextuples de points répondant à la question est 

V = (2w — 5) C?-i — 4C7. 

Tel est aussi le nombre des plans i: que l'on peut mener par d. 

Les plans des coniques reposant^ par six points, sur une courbe uni- 
cursale Cm enveloppent une surface dont la classe est 

{2m — 5) CJ»-^ — 4Cy. 

Corollaires. I. Si m =• 6, on a v == 3. 

II. Une sextique unicursale étant de rang 10, les plans des coniques 
qui touchent la sextique en un point et la rencontrent encore en quatre 
autres enveloppent une développable dont la classe est 30. 
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m. ComiDé la déyeloppftble osoulatrice à la seztique rationnelle est 
de classe 12, il j a 36 coniques ajant, arec la eextique, un contact 
triponctuel et la rencontrant encore en trois autres points. 

8. Soit un système composé d*une droite^ et d'une courbe unicur- 
sale Cm- Par le raisonnement du n** 2, on voit que, si l*on cherche les 
quadriques non dégénérées passant par ç et par deux points A et B de 
l^espace et coupant Cm en des groupes de m points dont cinq sont dans 
un plan mené par une droite d, le nombre obtenu est la classe de 
Tenveloppe des plans des coniques qui s'appuient une fois sur g et ciuq 
fois sur Cm* 

Un calcul, en tout pareil à celui du n® précédent, donne le résultat 
que voici. 

Les plant des coniques qui ont un point sur une droite donnée et cinq 
points sur une courbe rationelle Cm enveloppent une sur/ace dont la 
classe est 

V = (2m — 4) Cî*-i — 2C»». 

Corollaires, I. Les coniques dont le plan passe par un axe a(3 et qui 
reposent, par cinq de leurs points, sur une courbe Cm engendrent une 
surface dont Tordre est v. 

II. Si m =s 5, on a V = 4, pourvu que la droite^ ne rencontre pas e$; 
car, pour chaque intersection de g et de Ci, la classe se réduit, en 
général, d'une unité. 

III. Les plans des coniques touchant Cs et la rencontrant encore en 
trois points et s'appujant de plus sur ^ enveloppent une dé veloppable 
de classe 32. Ou encore, les coniques dont le plan passe par un point et 
qui reposent, sur Ci, par cinq points dont deux coïncidents engendrent 
une surface dont Tordre est 32. Si, au lieu de passer par un point, ces 
plans enveloppent une surface de classe p, les coniques engendrent une 
surface dont Tordre est 32/:/. 

IV. Il y a 36 coniques ayant un contact triponctuel avec Ci, reposant 
encore sur la courbe par deux points et rencontrant de plus une droite g. 
Ou encore, les coniques ayant un contact triponctuel avec Cs et la ren- 
contrant encore en deux points forment une surface du 36* ordre. 

4. Si le système se compose d'une conique c% et d'une courbe unicur- 
sale Cmf on fait passer les quadriques Ss par C2 et par un point A de 
l'espace; on trouve ce théorèûie : 
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Lei plans des coniques gui reposent^ par deux de leurs points sur une 
conique et par quatre autres points sur uns courbe Cm enveloppent une 
surface dont la classe est 

V = (2w — 3) cy-* — C^. 

Corollaires. I. Si d est le cercle imagioaire de rinfini, v est laclacse 
de la surface enveloppée par les plans des cercUs qui ont quatre points 

sur (^m. 

II. Si m = 4, on a V = 4. 

III. Les plans des cercles qui touchent la courbe rationnelle c* et la 
rencontrent encore en deux points enveloppent une d'éveloppable de 
classe 24. Il j a 24 cercles oscûlateurs de c^ qui rencontrent encore la 
courbe, etc. 

A. Si le système se compose de deux droites^ et g' et d'une courbe Cm, 
on mène les quadriques S2 auxiliaires par^ et^' (sans autre point fixe) 
et l'on trouve ce résultat : 

Les plans des coniques qui coupent Cm en quatre points et deux droites 
données chacune en un point enveloppent une surface de classe 

v = (2m — 3)Cy-i. 

Corollaires. I. Les coniques qui reposent, par quatre points, sur Cmt 
et par un point sur une droite g, et dont le plan passe par un axe fixe a/3 
engendrent une surface dont Tordre est v. 

II. Si fn == 4 on a V = 5. 

III. Les coniques dont le plan passe par un point ûze^ qui touchent la 
courbe rationnelle c«, la rencontrent encore en deux points et s'appuient 
en outre sur une droite g engendrent une surface du 30' ordre. Les 
coniques ajant un contact triponctuel avec C4, la rencontrant encore en 
un point et s'appuyant de plus sur une droite forment une surface du 
30* ordre. 

G. Si le système se compose d*une cubique gauche d et d'une courbe 
unicursale Cmf les quadriques auxiliaires, en nombre 00*, passeront 
par Csi sans autre point fixe, et l'on trouve : 

Les plans des coniques qui rencontrent les courbes Ci et Cm chacune en 
trois points enveloppent une surface dont la classe est 

y == (2m — 2) C'i— ^ 
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Corollaires. I. Si w = 3, on a v = 4(*). 

II. Si deux cubiques gauches (^s et c'^ n'ont aucun point commun, il y 
a 64 coniques qui les touchent et les rencontrent encore Tune et Tautre. 
Il j a 12 coniques osculatrices à Cs et passant par trois points de c'^, et 
inversement. 

9. Si le système se compose d'une biquadrique G* de première espèce 
et d'une courbe rationnelle Cm, les oo' quadriques auxiliaires passeront 
par C^. 

Les plans des coniques qui passent par quatre points deC^et deux points 
de Cm enveloppent une surface de classe 

v = (2w^~l)(m — 1). 

Si w = 2, on a V = 3. 

Si la courbe Cm est remplacée par deux droites qui ne se coupent pas, 
les quadriques auxiliaires marquent, sur les deux droites, une corres- 
pondance (2, 2);' tout plan mené p^ir deux points correspondants 
contient une conique répondant à la question ; la surface enveloppée 
est donc le lieu des droites qui joignent des points homologues de cette 
correspondance. 

Les plans des coniques qui rencontrent €« en quatre points et deux 
droites donné s chacune en un point enveloppent une surface réglée de 
quatrième classe. 

Cette surface est donc aussi du quatrième ordre. C'est la première 
dans la classification des surfaces réglées du quatrième ordre de 
CayleyI**) et la onzième de Crbmona(***). 

8. Bien qu'il n'y ait pas impossibilité absolue à employer les métho- 
des qui vont suivre pour des systèmes assez généraux, nous nous 
bornerons, dans les cas ci-après, à examiner des systèmes de directrices 
dont l'ordre total est 6. 

Soient d'abord une cubique gauche Ci, une conique Ct et une droite g 
sans points communs. 

ËQ meoant des quadriques St par Cs, il suffit de chercher l'enveloppe 



(♦/ Reye, Joarn, f, Malh. t. 79. 

(♦♦) Phil. Trans., 1864. 

(♦♦♦) Mem. Ace. Boloçna (9), VIII, 
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des plans passant par deux des intersections de S2 arec C2 et une inter- 
section de St avec ç. Considérons une droite a|3 quelconque de Tespace. 

Par tout point A de ^ passe un plan (a^, A) qui coupe Ct en deux 
points situés, avec Cs, sur une quadrique Ss; celle-ci coupe ç en deux 
points B. Inversement, un point B de ^ détermine un faisceau de qua- 
driques S2 qui marquent, sur C2f une involution I^, tandis que les plans 
par aj3 j marquent une involution 1' ; ces involutions ont trois couples 
communs déterminant chacun un plan par ap et un point A sur ç. Il 
existe donc, entre les points A et B, une correspondance (2, 3) donnant 
cinq coïncidences. 

Les plans des coniques qui reposent, par trois points sur une cubique 
gauche^ par deux points sur une conique donnée et par un point sur une 
droite donnée enveloppent une surface de cinquième classe. 

Corollaires. Les cercles dont le plan passe par a|3 et qui passent par 
trois points de C3 engendrent uiie surface du cinquième ordre. Les cercles 
dont le plan passe par un point» qui touchent c$ et la coupent encore en 
un point engendrent une surface du 20* ordre. Les cercles osculatSurs 
d'une cubique gauche engendrent une surface du 15* ordre (*). 

9. Supposons le système formé par une cubique gauche Cs et trois 
droites g, g\ g". Il suffît de compter les plans passant par a|3 qui 
coupent Çj g' y g** en trois points d*une même quadrique circonscrite à Ci. 

Soit A un point de ^; le plan (a/3, A) coupe g* et g" respectivement 
en B et C; par Cs» B et C, il passe une quadrique coupant g en deux 
points D. Inversement, par un point D de g^ il passe un faisceau de 
quadriques circonscrites à Ci et elles marquent, sur g' et g'\ une cor- 
respondance (2, 2) ; donc il existe quatre plans par a|3 contenant des 
points correspondants et par suite quatre points A de ^ répondant à D. 
Entre les points A et D, il 7 a donc une correspondance (2, 4) présen- 
tant six coïncidences. 

Zis plans des coniques qui rencontrent trois droites et qui coupent une 
cubique gauche en trois points enveloppent une surface de sixième classe* 

Corollaires* Les qoniques dont le plan passe par un axe a^ et qui 
reposent sur g et g' et rencontrent Ct en trois points engendrent une 



(*) Propriété connue : voir Timerding, Ueber die Kuçeln, welche eine cubische 
Raumcurve mehrfaeh oder mehrpunktig berûhren (Diss. Strasbourg, 189^). 
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surface du sixième ordre. Les coniques dont le plan passe par un point, 
qui s*appuient sur g et g\ qui de plus touchent 6% en un point et la 
rencontrent en un autre engendrent une surface du 24* ordre. Les 
coniques osculatrices à Ci et s'appujant sur g et g' engendrent une 
surface du 18« ordre. 

lO. Soit un sjstëme compote de trois coniques c,, e^, c,'. Les 
quadriques auxiliaires Si seront menées par c'^ et par un point A de 
l'espace. 

P Par un point fixe B de Cu combien peut-oti mener de ces quadriques 
S, coupant C2 en un point X autre que B et cS en deux points Y et Y', de 
manière que le plan XYY' passe par l'axe a|3 ? Prenons, sur C2,un pointX 
autre que B ; le plan (ajS, X) coupe e, en Y et Y'; la quadrique S3 menée 
par c^', A, B,YetY' coupe c% en trois points Z autres que B. Inversement, 
prenons, sur d, un point Z autre que B; les quadriques S2 par c'^, A, B, Z 
forment un faisceau et marquent, sur c,', une involution I|, tandis que 
les plans par aÇi y marquent une involution I|; les plans menés para/3 
et par les trois couples communs aux deux involutions donnent six 
points X sur C2; entre les points X et Z, il y a une correspondance (3, 6) 
et neuf coïncidences. 

2* Gela étant, prenons, sur d^ un point quelconque B; le plan {a^, B) 
coupe c, en P, Q et rencontre encore d en un point C, généralement 
différent de B ; la quadrique S2 menée par e^', A, C, P, Q coupe encore et 
en trois points D autres que C. Inversement, prenons un point D sur C3; 
d'après ce qui a été dit au 1", il y a neuf points C de d situés, avec deux 
{ oints de c,, à la fois dans un plan passant par a|3 et sur une quadrique 
Si contenant c^ , A, D, et chacun des neuf plans (âc/3, C) donne un nouveau 
poi()t B sur Ci. Entre les points B et D, il existe donc une correspondance 
(3, 9) et douze coïncidences. 

Mais, comme chaque plan coupe d en deux points, ces douze coïnci- 
dences sont dans six pians seulement, d*où il faut encore déduire le plan 
(a(i, A) qui correspond à une quadrique S? dégénérée. On a donc ce 
théorème. 

Les plans des coniquts qui rencontrent deuxjois trois coniques données 
enveloppent une surface de cinquième classe (*). 

(^i Ce théorème a été démontré, d'une autre manière, par M. J. Nbubbbo 
(Bull, de l'A Cad, roy. de Belgique, décembre 1901). 



— 8- 

Corollaires. Les plans des cercles reacontrant deux coniques chacune 
en deux points enveloppent une surface de cinquième classe. Les plans 
des cercles touchant une conique Ct et passant par deux points d'une 
autre conique enveloppent une développable de 10* classe. 11 y a 
20 cercles tangents à la fois à deux coniques. 

il. Si le système se compose de deux coniques et de deux droites, 
on fait passer les quadriques auxiliaires par ces deux droites, sans autre 
point fixe. Le raisonnement est le même que dans le n"* précédent, mais 
la réduction finale disparait. 

Les plans des coniques rencontrant deux coniques données chacune en 
deux points et deux droites données chacune en un point enveloppent une 
sur/ace de sixième classe. 

Corollaires. Les cercles dont le plan passe par un axe et qui passent par 
deux points d'une conique d et par un point d'une droite ç engendrent 
une surface du sixième ordre. Les cercles dont le plan passe par un point 
et qui touchent Ct et rencontrent^ engendrent une surface du 12* ordre. 

19. Soit un système formé d'une conique c? et de quatre droites 
Çj g\ g'\ g'^' . Les quadriques auxiliaires S3 passent par c^ et par un 
point A de Tespace. 

1* Par deux points fixes, 6 sur ^, sur ^', combien peut-on mener 
de ces quadriques S2 passant par un point X de g" et un point Y de g'*' 
de manière que X, Y et Taxe <x|3 soient dans un même plan? SoitX un 
point de g" ; le plan (a|3, X) coupe g'" en un point Y et la qtiadrique 
menée par c», A, B, C, Y coupe g" en deux points Z. Inversement, 
prenons un point Z sur g" ; C2, A, B, C, Z déterminent une quadrique Si 
coupant g"^ en deux points Y et chacun des plans (a(3, Yj donne, sur g" ^ 
un point X ; la correspondance des points X et Z est donc (2, 2) et donne 
quatre coïncidences. 

2* Par un point fixe B de g^ combien peut-on mener de quadriques S2 
passant par des points X de^', Y de^", U de g''\ de manière que le 
plan XYU passe par a^? D'après les mêmes principes et en appliquant le 
résultat précédent, on trouve une correspondance (2, 4) et six coïnci- 
dences. 

3* Enfin on reconnaît, par un procédé identique, qu'il existe 
2 + 6 = 8 plans, par a|3, coupant g^ g\g"f ^'" en des points d'une 
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quadrîque contenant Ct et A; mais (x[:j, A) est un de ces plans et doit 
être exclu. On a donc ce théorème : 

Les plans des eoniquts qui s'appuient sur quatre droites données et qui 
passent par deux points d^une conique donnée enveloppent une iurface de 
septième classe. 

Corollaires. I. Les coniques dont le plan passe par un axe ûtj3 et qui 
coupent C2 en deux points en s'appojant de plus sur g^ g\ g** engendrent 
une surface du septième ordre. Les coniques dont Id plan passe par un 
point, qui touchent une conique et qui rencontrent trois droites données 
engendrent une surface du ]4* ordre. 

IL Les cercles dont le plan passe par un axe et qui reposent sur 
trois droites enveloppent une surface du septième ordre. 

IS. Soit enfin un système de six droites. Le raisonnement est le même 
que dans le cas précédent; seulement les quadriques Si passent par deux 
des six droites, au lieu de passer par C2 et A; il n'y a donc pas de 
réduction ûnale. 

Les plans des coniques qui reposent sur six droites enveloppent une 
surface de huilièmt classe {*), 

Nous ferons us^^e du corollaire suivant. 

Les coniques dont le plan passe par un axe cfjp et qui reposent sur cinq 
directrices rectiUgnes engendrent une surface du huitième ordre. 

Cette suiface sera étudiée, avec quelques détails, au Chapitre IL 

14. Si de toute la discussion qui précède (n" 2 à 13), nous ne retenons 
que les cas où Tordre total du système des directices est égal à 6. nous 
pou?ons résumer, de la manière suivante, les résultats obtenus. 



(♦) Ce résultat est connu. M. Hierholzer a résolu la question corrélative 
et a étudié {Math. Ann., t. 2) le lieu des sommets des cônes du second ordre qui 
touchent six droites. Le même problème a élé repris par Gayley {Math. Ann., 
i 4). 

Ainsi que nous l'avons annoncé, notre intention n'est pas d'étudier Ips 
systèmes simplement infinis de coniques reposant, par sept points, sur des 
directrices, ni les coniques, en nombre fini, qui reposent, par huit points, sur 
ces directrices. Mentionnons seulement que M Luroth (Journ.f, Malh.,t B81 
et, tout récemment M . J. De Vrihs (Koninklijke Académie v. Wetenschappen, 
Amsterdam, septembre 1901) ont donné le nombre des coniques reposant sur 
huit droites. 
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Étant donné, dam respaee, nn ensemble de lignes unicnrsales d'ordres 
respectifs n, n'. ..., de manière que Von ait 

n'\-n' '\- ' • = 6, 

si toutes ces lignes sont^ deux à deux, sans points communs^ les plans qui 
les rencontrent en six points d'une conique enveloppent une surfoîe dont 
la classe est égale à 

V = 8 - (« -« 1) — (»' - 1) 

C«tte surface contient toutes les quadri^^écantes da système de 
directrices, car tout plan par une quadrisécante coupe ces lignes en six 
points d'une conique dégénérée; la surface contient aussi évidemment 
toutes les directrices. 

On suppose expressément que les directrices n'ont pas de points 
communs. Car, si deux des directrices passent par un point M, la classe 
de la surface enveloppée se réduit, en général» d'une unité : tout plan 
passant par M coupe, en effet, les directrices en cinq points distincts 
seulement qui sont toujours sur une conique. La surface de classe v 
dégénère en ce point M et une surface de classe v — 1. Toutefois, pour 
être certain que le point M ne doit pas être compté plus d'une fois, il 
faut traiter quelques exemples par le principe de correspondance 
appliqué ci-dessus : la réponse est généralement négative. 

Ainsi, dans le cas d'une droite, d'une conique et d'une cubique gauche 
passant par deux points de la conique, les plans des coniques reposant, 
par six points, sur ce système enveloppent une surface, non plus de la 
cinquième, mais de la troisième classe. Par suite, les cercles dont le plan 
tourne autour d*un axe et qui passent par trois points d'une cubique 
gauche circulaire engendrent une surface du troisième ordre. Et les 
cercles osculateurs d'une telle cubique gauche engendrent une surface du 
neuvième ordre. 

Un autre exemple a servi de point de départ à M. Reyb pour des 
recherches intéressantes : deux cubiquesgauches, ayant un point commun» 
déterminent, par le procédé que nous étudions ici, une surface de 
troisième classe; mais ces deux courbes sont aussi sur une surface du 
troisième ordre. M. Rbyb(*) examine les relations de ces surfaces; il 



(♦) Reye, Betiehungen der allgemeinen Fldche 3»»» Ordnung %ù einer covarianten 
Flàche 3»»' Classe {Math. Ann., t. 55). 
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remarque notamment qu*elles passent toutes deux par les six bisêcantes 
communes des deux cubiques; ces bisêcantes forment, sur les deux 
surfaces, la moitié d'un double-sixain de Schlafli. 

Lorsque le système des directrices comprend des points par où passent 
plus de deux courbes, la réduction çqbie par la classe v obéit à une loi 
qui ne paraît pas susceptible d*une expression simple; on peut s*en 
assurer dans des cas particuliers. 



CHAPITRE II. 



Sur certaines surfaces algébriques engendrées par des 

systèmes de coniques. 

t A. Si Ton prend le système le plus général de oo' coniques, ces 
courbes engendrent une surface S et leurs plans enveloppent une déve- 
loppable f; la surface S est évidemment déterminée par la dévelop- 
pable r et par cinq directrices dont chacune contiendra généralement un 
point de chaque génératrice. On sait aussi que la développable taDgente 
à deux coniques génératrices infiniment voisines tend vers la dévelop- 
pable circonscrite à la surface S le long d'une de ces coniques. 

Tel est le point de départ dun mémoire important de M. Ed. Weyr(*). 
Les développements qui vont suivre n^auront guère que cette origine 
commune avec le travail cité; nous prendrons immédiatement un autre 
chemin. 

Soit a/3 rintersection de deux plans aet|3 infiniment voisins tangents 
à r. ou soit a^ la génératrice de contact du plan a contenant une des 
coniques Cm qui décrivent S. Imaginons une surface S' engendrée par 
une conique dont le plan tourne autour de a|3 comme axe fixe et qui 
admet le même système de directrices que la suriace S II est clair que 
S' aura, le long de Ca, la même développable circonscrite que S. Donc 
certaines constructions relatives à la surface S se déduisent de construc- 
tions analogues relatives à la surface S'. 

D*un autre côté Tordre de la surface S dépend de Tordre de S'. En 
effet, adjoignons, au système c des directrices de S une droite ç indé* 
pendante, cVst-à*dire une droite n'ayant, avec les lignes de c, aucune 
relation spéciale, telle que point commun, etc. Les plans des coniques 



(♦) Ed. Wryr, Zur Théorie der Flàchen, welche eine Schar von Keffelschnitten 
enthalten (Monatshefte f. Math, u. Phys,, t. II). 
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qui reposent, par six points, sur le système c-j"^ enveloppent une 
surface U de classe fA par exemple. Si v est la classe de la développabie 
r, il existe, en général, fxv plans tangents communs à U et r, donc i^v 
coniques reposant, par six points, sur C'\'g ei dont le plan touche r. 
Par suite, les coniques dont le plan touche r et qui reposent, par cinq 
points, sur Cy engeLdrent une surface rencontrée pv fois par une droite 
quelconque; Tordre de cette suiface est donc uv. Si la développable r 
est remplacée par un axe fixe, la surface S d'ordre uv est remplacée par 
une surfacd S' d'ordre fx.. 

10. Les considérations qui précèdent nous amènent à donner une 
attention spéciale aux surfaces S' et à leur accorder la priorité. Dans le 
présent chapitre, nous nous bornons même à Tétude de cette famille de 
surfaces. Lorsque Tordre total des directrices est précisément égal à cinq, 
chaque directrice de degré m est coupée m fois par une conique généra- 
trice Ct. Soit n Tordre de la surface engendrée. Tout plan mené par 
Taxe a/3 contient une seule conique C2 et Taxe <x|3 est donc une droite 
multiple dont le degré de multiplicité est n — 2. 

Prenons Taxe pour arête â7i = â72 = du tétraèdre de référence et 
désignocs par cpf une fonction quelconque, entière et homogène en 
â?i. Xi et du degré t. L'équation de la surface sera de la forme 

Coupons par un plan Xi = fXt et représentons par tp» la fonction 9^ 
où Xi et Xi sont remplacés par / et 1. Nous aurons 

^T^^{i^\^n+2X9Xi^n.\-\-2X2X,^n.\'\-x\^n-2-\-2XiX,^n--^l-Y 

La conique située dans le plan Xi = 1X2 dégénère en deux droites 
pour les valeurs de 7 qui satisfont à Téquation 

'^n-x '|n-.2 ^«-2 = 0. 

Cette équation est du degré '6n — 4 en /. 

Donc, $i une surjace d'ordre n esi engenirée par des coniquee dont le 
plan passe par un axefixe^ il y a, en général^ 3n — 4 de ces coniques gui 
dégénèrent en deux droites. 

Si toutes les coniques du système passent par deux points axes et 0' 
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de Taxe, on choisira ces points comme sommeis du tétraèdre de réfé- 
rence et l'on aura ^«.s ^ et ^ii^2 ^ 0. 

Il j a n — 2 valeurs de A qui annulent ^«^2 ot, pour ces valeurs, la 
conique dégénère en deux droites dont Tune coïncide avec 00'. Ou bien, 
il y a « — 2 nappes de la surface qui sont tangentes à un même plan 
tout le long de 00'. Ces n — 2 valeurs de A sont comprises parmi lès 
Sn — 4 solutions de Téquation précédente; par suite, il y a encore 
2n — 2 autres coniques dégénérant en deux droites dont Tune passe 
par et Tautre par O'. 

Nous avons emprunté cette remarque à un mémoire de M. BlutelC"). 

Si donc, dans les cas particuliers, nous découvrons 3n — 4 coniques 
dégénérant en deux droites différentes de l'axe, nous pourrons affirmer 
qu'il n'y a point de nappe de la surface tangeute k un même plan tout 
le long de l'axe a(3. 

19. Supposons mainteoant une surface engendrée par une conique 
dont le plan tourne encore autour d'un axe, mais qui rencontre, chacune 
en un seul point, cinq directrices curvilignes d'ordres respectifs 
Ml, ;ts, Mg, ^4. fts Soit g une droite quelconque de l'espace; appelons 
S(ni,n2,nifn^f fis) l'ordre de la surface considérée et d{niy n%y «s, n^^ 1) 
Tordre d'une surface analogue^ où la directrice n^ est remplacée par la 
droite g. Cette dernière surface rencontre, en général, la courbe fts en 
Ms X ^ (^19 ^2, Ni, 9^4, 1) points et ce même nombre exprime combien de 
génératrices de la première surface rencontrent ^ ; on a donc 

5(Wl,«f, «5»«4, «6) = W5 X ^(«1, «2, «5, »4, 1). 

On procède de même de proche en proche et l'on a finalement 

(î(n|, «î, ft5,«4, «5) = «l«2W,n««5 3(l, 1, 1, 1, 1). 

Or, d'après le n* 13, ^(1, 1, 1, 1, 1) = 8. 

D'autre part, on voit, par des considérationGl d'infiniment petits, que 
la développable circonscrite à la surface à directrices curvilignes, le 
long d'une conique Ct qui passe par les points A, B, C, D, E de ces direc- 
trices, se confond avec la développable circonscrite, le long de cette 
même conique, à une autre surface qui aurait pour directrices les tan- 
gentes, en A, B, C, D, E, aux directrices courbes. 



(*) Ann, de V École Normale (8), VII. 
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Ainibi, la surface à cinq directrias curvilignes rencontrées une fois par 
chaque conique génératrice dépend de la surface à cinq directrices recti- 
lignes, en ce qui concerne certaines propriétés et notamment V ordre. 

IS. Par tout ce qui précède, nous sommes conduit à choisir, pour 
l'étude plus approfondie, la surface engendrée par des coniques dont le 
plan passe par un axe aj3 et qui s'appuient sur cinq directrices recti- 
lignes. 

Cette âgure nous a été signalée par M. J. Nëuberg. Par une coïn- 
cidence heureuse, c'est aussi^ dans Tordre d'idées que nous exposons 
ioi, la surface la plus générale dont nous ayons pu étahlir l'équation. 

Puisque nous savons qu'elle est du huitième ordre, nous la désignerons 
par Ss. Nous savons aussi qu'elle admet pour droite sextuple l'axe aS 
qae nous supposons déterminé par l'intersection de deux plans olx «« 0, 
pu = 0. Elle contient les cinq directrices y^, y'(î', y"(î", ecp, e'cp', chacune 
déterminée de même par deux plans ; nous désignons par C, C\ C'^ B, E' 
les points où ces directrices sont rencontrées par une conique généra- 
trice Ct. Par hypothèse, les directrices et l'axe sont des droites indépen- 
dantes, c'est-à-dire que deux d'entre elles ne se coupent pas, que quatre 
d'entre elles ne sont pas des rayons d'un même système réglé, etc. 

La surface Ss contient les dix couples de droites î, réelles ou imagi- 
naires conjuguées, rencontrant à la fois l'axe ap et trois des directrices, 
car ces droites t appartiennent à des coniques C2 dégénérées ; Ss contient 
aussi vingt droites ; s'appuyant chacune sur a|3, sur une droite i et sur 
les deux directrices qui ne rencontrent pas i, car les droites ^ complètent 
les coniques dégénérées dont font partie les droites i. Le nombre de 
vingt coniques dégénérées concorde avec le résultat du n^ 16 et il n'y a 
pas de nappe de Ss tangente à un même plan tout le long de a|3. 

La surface 5g possède^ outre Vaxe et les directrices, quarante lignes 
droites. 

19. Pour rendre l'étude actoelle indépendante du Chapitre 1, suppo* 
sons que l'on ne connaisse pas l'ordre de la surface S». On pourrait 
néanmoins reconnaître directement que cette surface est unicursaie. 
Car» par un de ses points, M, on peut mener une droite unique, A, ren- 
contrant à la fois (x|3 et une directrice yi choisie à volonté; h perce un 
plan 71 en un point P, image de M. Réciproquement, la droite menée de 
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P et s*appuyant sur «(3 et yi ne rencontre plus Ss qu'en un seul autre 
point M. 
Ainsi, la êurface Ss est représentable sur un plan ou unicursale. 

90. D'après cela, les coordonnées d*un point M de Ss doivent pouvoir 
8*exprimer en fonctions rationnelles de deux paramètres. 

Le choix de ces paramètres est aisé : le premier sera la quantité co 
telle que 

«x -\- ^p* == 

représente le plan (a|3, M); le second sera le rapport anharmoniqae du 
point M et des points C, C, C où la conique C2 passant par M coupe 
trois des directrices choisies à volonté et rangées dans un ordre arbitraire 
mais fixe. 

Ce rapport anharmonique A est aussi celui des plans qui projettent 
C, C\ C", M des deux axes ecp, e'9^ puisque les traces de ces axes sur 
le plan de C2 appartiennent aussi à d^ Représentons les plans ci-après 
par les équations écrites en regard 



(gqp, C), ex4-*i9*==^> 
(ecp, C), e-r + *,(paj = 0, 

(e®, M), «ar -|- *(px = 0, 

On doit donc avoir 






,,v ^1 hi k2 k l\ 1% It / 

^2 — h% k\ — h I2 /s M """ / 

Calculons ki : les plans (£(p, C), y,, d^, et le plan (ai3, M) représenté par 
«x + co(3x = se coupent en un même point; donc on a 

\eii-kt<pi 7< di (3r< + oj(3« I = 0, (i==l,2,3,4), 

ou encore 

(2) (eySa) -f kl (vyôa) + co (eydfù) + jl.co ((py3/3) = 0. 

On trouve, d'une manière analogue, des équations donnant kt,ksyliJ»yU 
en fonctions de go. 

Substituant, dans (1), ces fonctions à ^1, ht, /Is, Zi, /2, /|, et y reropla- 

çant k par ■ , l par — ;— , on a deux relations linéaires en a?, 

9' 9» 
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lÎDéairea en ^, cubiques eu &); à ces relations on joindra Téquation 

On aura ainsi trois égalités qui permettront de trouver les variables 
onx^Xt. XiyXky proportionnelles à des fonctions entières et du septième 
degré en co, du second degré en A. Si, entre ces égalités, on élimine A 
et &), on h l'équation de la surface Ss- Si Ton j regarde A comme con- 
stante, elles représentent une courbe gauche unicursale, du septième 
ordre, c?. 

Un plan mené par af3 ne coupe c? qu en un seul point non situé sur a|3; 
donc cet axe est une sécante sextuple de Ci. Comme on peut combiner, 
de dix manières, les cinq directrices trois à trois et comme on peut faire 
varier \ la surface Ss contient dix systèmes de oo' courbes c?; quelques 
unes de e* s lignes peuvent remplacer, comme directrices de la surface, 
le même nombre de directrices rectilignes données. 

Nous avons donc démontré ce théorème : 

L€ lieu d'un point M de Ss gui forme un rapport anharmonigue con- 
stant avec les points d'appui de C2 sur trois directrices est une courbe 
rationnelle du septième ordre ayant Vaxe a|3 pour sécante sextuple* 

91. D'après ce qu*on vient de voir, Téquation de la surface Ss résulte 
de rélimination des A, des /, de A et de u entre les relations (1), les 
égalités Zgi'\'kwx^=0, ex-f-/(px = 0, celles qui donnent ^1, A2, ils» 
/i9 h-, h% en fonction de co et enfin olx -\- (^'fix = 0. 

À est éliminé si Ton réduit le système (1) à Téquation 

(3) h — kikt''k _ Ji — hlt — l 

ka — hi Ai — k h — h II — ^ 

On y remplace d'abord k par y l par ^ ; puis, pour élimi- 

ner gù, on le remplacera par — ^ dans Téquation (2) et les cinq analo- 

gués, ce qui donnera ki sous forme d'un rapport de deux fonctions 
linéaires et homogènes en a^, /3x, soit 

^ A («X, par) ^ 
Fi («x, px) 

On trouvera de même 
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£û portant ces valeurs dans le premier membre de l'équation (3), 
on trouve. 

le second membre ne dififère du premier que par la substitutior) des 
sjrabolea c', 9' à s, cp (ces derniers sont implicitement dans les /et F). 
Les points dont les coordonnées annulent /1F5 — /jFi sont situés 
dans deux plans X passant par a(3, car la fonction /iFj — /5F1 est 
quadratique et homogène en ax et |3x ; de plus, pour tout point M situé 

d^l^s \xn de ces plans X, kt ( ^"4* ) ^^^ ^^^^ à 1$ ( ou— j et les plans 

(ev, C) et (e^, C") coïncident, c'est à-dire que chaque pUn X coupe 
yi, y"3" et Ev en trois points alignés. En d'autres termes encore, les 
quatre droites «(3, y^, 7"^"» €2> sont rencontrées par deux droites i réelles 
ou imaf^inaires conjuguées; les plans X sont les plans (a|3, i). 

Pareillement, f^Ft - /sF2 == représente deux plans par a,3 qui 
coupent y'3', /'5", ecp en trois points alignés. 

Pour tout point M dont les coordonnées annulent fi'px + FiZx, It^ est 
égal à k, c'est-à dire que les plans (îç, C) et (s^, M) coïncident ou qu'il 
existe une droite issue de M et s'appujant sur a[6, y'd\ e(p; le lieu de 
ces points est rhjperboloïde passant par aj3, y'ô\ £9. 

Pareillement, /,(paj4" Ficx = représente riijperboloïde déterminé 
par a|3, y$f e(p. 

Le second membre de Téquation de Ss aura une interprétation 
analogue, sauf substitution de e'cp' à £(p. 

Il convient de condenser encore les notations : numérotons 1, 2, 3, 4, 5 
les directrices y3, y'd', y"5", ea;, e'cp'. 

Désignons par (a(3) (A, h', A") Tensemble des deux plans qui contien- 
nent a|3 et qui coupent , en des points alignés, les directrices numérotées 
h, h\ A" et soit («(3) (A, A', A") = Téquation de ce couple de plana. 
Appelons (a|3, A, A') rhjperboloïde ayant pour génératrices d'un même 
système Taxe aj3 et les directrices numérotées h et A', et soit 
{y[i, A, A') = réquation de cet hyperboloïde. 

Le premier membre des équations que nous venons de définir peut- 
éîre affecté d'un facteur numérique arbitraire; l'équation de la surface Ss 
aura donc la forme 

(4)1*- [ («3) (1. 3. 4)] [(«|B) (2, 3, 5)] («p, 2. 4) (afS, 1, 5) ^ ^^^^^ 
U. [(«|3) (2, 3. 4)] [(«^) (1 , 3, 5)] (a(3, 1 , 4) («/S, 2, 5) 
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!99. Chacune des surfaces Ts et Us se décompose en deux couples de 
plans et deux quadriques; la directrice 3 est la seule qui n*appart)enDe 
à aucune de ces surfaces partielles; le fait qu*elle se trouve sur Ss peut 
ser7ir à déterminer la constante du second membre; il suffit, en effet, 
de remplacer, dans le premier membre, les coordonnées courantes par 
les coordonnées d'un point de 3. 

On sait que les coordonnées homogènes Wi d'un point peuvent être 
regardées comme des fonctions linéaires ^< des coordonnées cartésiennes 
multipliées par un facteur p qui peut varier d'un point à Tautre, tandis 
que les coefficients des fonctions Ç sont les mêmes pour tous les points. 

T 

Sf^ulpip^nt le coefficient p n*affecte pas la fraction — - dont les termes 

sont homogènes et du même degré. On peut donc imaginer que Ton 

opère dans un système de coordonnées cartésiennes, et la valeur que 

T ' 
prend -r- quand on V remplace les variables par les coordonnées d'an 
Ug 

point M est le rapport des puissances P<, P» de ce point relativement 

aux deux systèmes Ta. Us, ces puissances étant comptées fJans une 

direction donnée A et multiuliées par des constantes Ct, Cu qui dépendent 

des coefficients des formes Ts, Us, ^< et de la direction A, mais non du 

point choisi M. 

On isole une directrice quelconque 3, on répartit les autres, de deux 

manières^ en deux couples tels que 1, 4; 2, 5 et 2, 4; 1,5. On considère : 

d'une part, les quatre plans qui projettent, de ap, les droites s'appuyant 

sur 3 et sur chacun des deux premiers couples; plus les deux hyperholot' 

d(tS ayant pour génératrices d'un même système a|3 et chacun des deux 

derniers couples; — d^ autre part, quatre plans et deux hyperholoïdes ana- 

logues aux précédents et obtenus en intervertissant les couples 1, 4; 2, 5 

avec 2,4; 1, 5. Le rapport des puissances, dans une direction A, d'un 

point quelconque de la droite 3 relativement aux deux systèmes ci dessus 

définis est une conitaVfie fx.. La surface Ss est le lieu des points dont les 

puissances^ dans la même direction, relativement aux mêmes systèmes, est 

la même constante |x. 

98. Il est naturel de prendre, pour la direction A, la droite 8 elle- 
ipême; or, les ppints où elje perce les plans {a|3) (1, 3, 4) sont les mêmes 
que ceux où elle rencontre ThyBertiploW© {c^% \ii) et (ie x^m^ pour Iw 
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autres couples de plans et hyporboloides ; par suite, pour un point de 3, 
on a Pi SB p« aty dans Téquation (4), la constante du second membre est 
et : €», Donc, pour tout point M de St, on a Pi ^ P», ce qu*on peut énon- 
cer de la manière suivante. 

Si par un point M on mine uns droite 6 parallèle à 3, H cette droite 
eoupe^ en Pi,P,, .^Ps. les quatre eouplse de plans (o^i^) (1,3,4), (a|3) 
(2,3,5), (aP)i2,6,4), (ap)(l,6,5).«/«iQ,,Q2, ...,Qs./wi;tow(a/3) 
(2,3,4). («p)(l,3,5), («p){l,6,4), {oLfi){2,6,b), TéçalUé 

MP, . MPt . . MP. = MQ, . MQ, ... MQ. 

caraclériee les points de la surface S». 

Quant au rôle spécial de la directrice 3, il provient du choix des 
directrices 4 et 5 comme axes de faisceaux et de la forme donnée au 
rapport anharmonique / ; ces choix sont arbitraires et chaque directrice 
peut être amenée à jouer le rôle spécial de 3. 

94. L'équation (4) montre évidemment que la surface St est du hui- 
tième ordre et admet a^ comme droite sextuple. 
Cette équation peut s'écrire 

Donc Si appartient à un faisceau dont font partie les sjstèmes T, et 
Us; le plan tangent en un point M de Ss passe donc par l'intersection des 
plans polaires de M relatifs à Ts et Us et la construction de ces plans 
polaires se ramène à une série de problèmes du premier et du second 
degré. 

Les éléments de la courbure de Ss en un point M dépendent des mêmes 
éléments de la quadrique polaire du point M relativement à la surface (*). 
Mais les quadriques polaires d'un point par rapport aux surfaces 
d*uD faisceau forment aussi un faisceau et la quadrique polaire d'un 
point d'une surface passe par ce point; donc la quadrique polaire de M 
relative à Ss est déterminée [»ar M et par l'intersection Ck de ses 
quadriques polaires relatives aux sj^stèmes Ts et Us(**). 



(•) La propriété analogue pour les cubiques planes a été donnée par 
M. Dbmoulin, Sur diverses conséquences du théorème de Newton (Môm. Acad. roy. 
de Belgique, t. XLV). Pour le théorème général relatif aux courbes et surfaces, 
voir Servais, Sur la courbure des polaire* (BuUet. id., 1891), Stuyvaert, Sur la 
courbure des lignes et des surfaces (Mém. id., 1897). 

(••) Comparer STUYVAaax, Problémea de construction {Matkesis, 1899). 



— 21 — 

Donc, le$ élémenti de la courbure de Ss dépendent S une interseetion de 
quadriquee. 

Les tangentes inflexionnelles de Sa en M sont les génératrices 
rectilignes de sa quadrique polaire, donc aussi les bisécantes de c% issues 
de M. 

95. On a To, au début de ce chapitre, une construction géométrique 
donnant une représentation de Sg sur un plan. Dans la suite on a 
calculé les coordonnées d*un point de Sa en fonction de deux fiararoètres 
6i) et A, ce qui fournit encore une représentation, mais différente de la 
première. Nous reprenons à présent cette seconde représentation. 

La correspondance entre les â; et A, od se présentait sous la forme de 
trois relations linéaires en x ; les deux premières étaient linéaires en A 
et cubiques en ta, la troisième (a.m'\'^%^=0) était linéaire en g» et 
indépendante de A. Nous avons dit que Ton pouvait en tirer des valeurs 
des X proportionnelles à des fonctions du neuvième ordre, contenant A 
au carré et o) à la septième puissance, ce que nous indiquons par la 
notation conventionnelle 

Pour rendre ces fonctions homogènes, on peut poser par exemple 

et les fonctions / seront du neuvième ordre, tout en ne renfermant fx.t 
qu'à la seconde puissance et pi qu'à la septième. Si /uii, fXs, [1% sont les 
coordonnées homogènes d'un point d'un plan tt, les courbes fondamen- 
tales Ihtfif c'est à-dire les courbes images des sections planes de Ss, 
ont un point septuple commun au sommet f/i =|ui5 = du triangle de 
référence et un point double au sommet juia =» p, s» 0. 

Le point septuple correspond à la directrice 1 ou yd^ car |t^i «s ug 
= rend A inâoi et co indéterminé; or, si A est infini, les égalités (1) 
montrent que i «sr ^, et ^ = /| et que le point M coïncide avec C. Le 
point double correspond à la conique génératrice du plan (3x, car, pour 
p2 = ^li s= 0, A est indéterminé et co ou — «x : ^x infini. 

Aux droites du plan n {.assant par le point septuple correspondent 
les coniques génératrices, sauf pour la droite /i/s =»0 qui répond au seul 
point où yd perce le plan (3x. Aux droites du plan n passant par le 
point double répondent, en général, les courbes 6t, lieux des points M 
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correspondant à une même valeur de }.; il y a exception pour la (droite 
|Lr, =: déjà citée et pour les droites ^t=^0 et /u(s = f/i qui correspon- 
dent aux valeurs et 1 du rapport anharmonique / et, par suite, aux 
directrices y'd' et y"5" de Ss. 

En général, quand, sur le plan i:, les courbes fondamentales sont du 
nentiëiiie drdrë^ la surface représentée est du 8]"; mais l'existence du 
pDidt se{)iuple et du {ioint doublé communs, comptant pour 49-|-4s&:53 
inteb&ections^ réddit ce degrré à 26; or, noué savons que la sbHace 
rë^réséiitée éât dû huitième ordre ; dbnc les courbés foodamentalei ont 
encore vingt points R communs; répondant à vingt droites de S^} de 
plbsi les droites joiguant ces points R au point septuple répondent à 
vingt autres drbités de Ss } les quarante droites ainsi trouvées eonsti- 
tuent les vingt Cdniqués dégénérées ((-{-j) dont il a déjà été parlé. 

Si les eoorbes fondamentales/ n*ont pas, en général, d'autres poiiits 
sin|;fillers qtie leurs points double et septuple, le genre de ces courbes est 

28 — 21 — 1 = 6, 

puisque le point septuple compte pour 21 points doublés. Le^ sections 
planes de Ss sont du même genre et, en e^et, si Sa n'a pas d*autre ligne 
multiple que Taxe a^, les sections planes ia Huitième ordre n'Orit ^ù'un 
point sextuple sur a|3 et leur genre est 

21-15 = 6. 

Mais il est évident, d'après la génération de Ss, que cette surface n'a 
pas d'autre ligne singulière que a{3, sinon les coniques génératrices 
auraient toutes un point singulier sur cette ligne ; or, il n'y a que vingt 
coniques génératrices à point double. 

!96. Par quoi sera représentée, sur le plan 77, la droite a{B sextuplé 
sur Ss ? 

Appelons As le point double, B? le point septuple des courbes /sur lé 
plan TT. Une conique génératrice répondant à la valeur oi)i de u contient 
deux points Pi et P2 de aj3, pour lesquels A prend des valeurs /i, h; les 
points pif P29 images dé Pi, P2 sont à Tintersection d^une droite h^pipi 
ayant pour équation fii = co,/ji5 avec deux droites Aoj^i, Aip2 ajanl pour 
équations f/i = ^iju,5 et p2 = /2//5. Les deux faisceaux (B7), (A2) sont 
tels qu'à un rayon du premier répondent deUx rayons du secohd, et ils 
engendrent une courbe, image de a|3; mais un rayon k^p de (At) repre- 
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senie une courbe c? de la surface et celle-ci a six poiLts sur a(5, c'est-à- 
dire qu'un rayon du faisceau (Aï) répond à six rayons du faisceau (B?); 
ces deux faisceaux engendrent donc une courbe du huitième degré t^. 
Elle passe évidemment par les vingt points fondamentaux simples R. 
puisque ceux-ci représentent des droites qui rencontrcLt a{3. 

L'axe ajS a pour image, sur le plan tt, une courbe du huitième ordre 
ayant un point double en A2, un poifit sextuple en B7 et passant par les 
vingt points R. 

Comme vérification, Remarquons qu'une courbe du 8» ordre de tt repré- 
senté, en général, sur Ss, une courbe d*ordre 8X9» mdX^ coiùme 
Ts passe six fois par le point septuple, deux fois par le point double et 
une fois ptir 20 points sitnples, il y a, de ce chef, une réduction totale 
de 6 X î + 2 X 2 + 20 = 66 et la courbe représentée est dû deghé 
72 — 66 = 6, ce qui correspond à l'ordre de friultipHcité de aj3; 

^H. De même, quelle est l'image des directrices 4 et 5 ? 

* 

Lès points fondamentaux R représentent des droites de Ss dont t)us 
les points correspondent à la même valeur du rapport anhariuonique /, 
ce qui peut arriver, 1** pour les trois couples de droites i et le couple de 
droites j rencontrant 4 et 5, 2** pour les trois couples de droites j rencon- 
trant 4 et les trois couples de droites / rencontrant 5. Les directrices 
4 et 5 jouent des rôles identiques dans toute la théorie; leurs courbes 
images sont donc du même degré x. Ces courbes admettent, pour points 
communs simples, le point A^ (car Id conique représentée par A2 ren- 
contre 4 et 5) ei les huit points R représentant des droites tètjf f(ui 
rèncdntreût à la fois 4 et 5. Chacune passe encore par six autres points H, 
et rencontre une seule fois un rayon mené par B? et représentaht Une 
conique génératrice, de sorte que B7 est uii point {x — l)''^' J)our cel 
dèiix courbes. Enfin, comme 4 et 5 ne se rencontrent pas^ leurs coUrbël 
images ne peuvent se couper qu*en des points fondartientauxj donc on à 

{x — \y^9 = x\ 
d'où a? = 5. 

Chacune des directrices Aetb est représentée, sur le plan tt, par tàne 
courbe r^ du cinquième ordre, ayant B7 poiir point quadruple, A, ptfUr 
point simple et passant par 14 points R. 

16^. Pour vérifier le résultat précédent, cherchons Tordre de la 
courbe représentée par Ts', les courbes fondamentales étant du 9* degré, 
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une courbe du 5* ordre représente, en général, une ligne du 45* ordre; 
mais T§ ayant un point quadruple au point septuple des courbes /, un 
point simple au point double des / et passant encore une fois par 
14 points R, il j a, de ce chef, une réduction totale de4X7-|-2Xl 
-{- 14 «s 44 unités et Ts représente une ligne d*ordre 45 — 44 = I . 

Voici une autre yérification : la directrice 4 ne rencontrant pas a/3, 
les courbes Tg et la ne peuvent se couper qu'en des points fondamen- 
taux, et l*on a effectiyement 

5X8-6X4 + 2X1 + 14. 

La connaissance des courbes Tg images des directrices 4 et 5 nous 
fournit une conséquence curieuse. 

Un rajon par Â, coupe, en général, en quatre points (non fondamen- 
taux)» la courbe Is. Donc toutes les courbes Cj de la surface Ss admettent 
les directrices 4 et 5 comme quadrisécantes. 

Par suite, il j a quatre coniques dont le plan passe par aj3 et qui 
reposent sur les directrices 1, 2, 3, 4, 5, de telle façon que le rapport 
anharmonique de leurs points d*appui sur 1,2,3,4 soit égal à un 
nombre donné. Or, si Ton regarde 5 comme une droite quelconque de 
l'espace, on a donc ce théorème : 

Les coniques dont le plan passe par a|3 et qui rencontrent quatre direc- 
trices rectilignes en des points dont le rapport anharmonique est donné 
engendrent une surface du quatrième ordre ayant a^ comme droite 
double K^). 

911. Par le point sextuple d'une section plane de Ss, on peut meoer, 
en général, 14 tangentes t à cette courbe, ajant leur contact D ailleurs 
qu'au point singulier; le plan mené par t et a|3 contient une conique 
génératrice e^ ajant deux points coïncidents en D, donc tangente au 
plan Ç de la section considérée, à moins que D ne soit un point double 
de Cs. Réciproquement, si c^ touche ^ en D, sa tangente < en D rencontre 
la section plane de St par ^ en deux points coïncidents en D; donc / est 
tangente à cette section plane. 

Ainsi, tout plan qui ne passe pas par un des vingt points (ij) est tan- 
gent à quatorze coniques génératrices. 



(•) Ceci est un commencement de solution d'une question que nous a posée 
M. Sertais. 
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En particulier, si aucune dioite i n'est parallèle à la droite j corres- 
pondante, il y a quatorze paraboles parmi les coniques génératrices de Sa. 

Il en résulte aussi que les tangentes à Ss issues d'un point P de a/S 
forment un cône du 14* ordre, puisque tout plan mené par P contient 
quatorze de ces tangentes ; la droite a|3 est multiple d'ordre 12 sur ce 
côoe, puisque tout plan mené par aj3 ne contient, outre a|3, que deux 
tangentes de P à Ss. 

On peut conjecturer par là qu'il doit y avoir douze coniques généra- 
trices de Ss tangentes à a(3. La conjecture est vériâée par ce fait que, 
sur le plan tt, la courbe Fs, image de a|3, qui a un point sextuple en B? 
et un point double en As a douze tangentes issues de B? et ces douze tan- 
gentes représentent autant de coniques génératrices tangentes à a(3. 

Si donc on imagine un système de coniques reposant sur quatre 
droites 1, 2» 3, 4 et touchant une cinquième droite a|3, on obtient une 
surface qui est rencontrée douze fois par une droite 5 quelconque; un 
plan par a|3 coupe cette surface suivant l'axe a|3 et deux coniques géné- 
ratrices. On a dont; ce théorème : 

La surface engendrée par une conique s' appuyant sur quatre droites et 
en touchant une cinquième est du douzième ordre et admet la cinquième 
droite comme ligne multiple d'ordre 8. 

80. Lès nombres caractéristiques trouvés au n^ précédent, pour Ss, 
se véritient encore si Ton applique, à cette surface, la théorie générale 
des singularités, théorie exposée par Salmon et, pour le cas d'une droite 
multiple, par Zeuthen(*). 

Mais, avant d'utiliser les formules de ces auteurs, il faut voir si Ss 
n'a pas d*autre8 singularités ponctuelles que sa droite sextuple. Les 
seuls points pour lesquels il peut j avoir doute sont les points doubles 
des coniques dégénérées (i -{-/)• 

Soit E le point commun à une droite i qui s'appuie sur a|3, 1, 3, 4 
et à la droite correspondante y qui passe par les traces de 2 et 5 sur le 
plan (<x,3, i). Remontons à l'équation (4), 

T. _ [(a.6) (1, 3, 4)] [(a.3) (2, 3, 5)] ^3, 2, 4) {a3. 1. 5) _ ^^^ . ^^^ 
U8 t(a;3) (2, 3, 4)] [ a^) (1 , 3, 5)] (a^, 1, 4) (a(3, 2, 5) "" 

(*) Salmon, Traité de géométrie analytique à 3 dimensions, III* partie. -— 
Zbuthen, Mecherche des singularités qui ont rapport à une droite multiple d*une 
surface ^Math. Ann., t. IV). 
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Le point E est sur un des plans [(a% (1,3,4)]; mais comme il 
n'annule, généralement, aucun autre facteur du numérateur, E est un 
point simple de la surface Ts Or, E se trouve sur (es deux byperbo- 
loïdes (aS, 1, 4), (a3, 2, 5^; c'est dt)iie un point double de Us- Si donc 
E avait pour coordonnées x^ = Xs =^ Xi = 0, le terme en x] manquerait 
daos Ta, mais non le terme en x^ ; au contraire, dans Ug, les termes en 
x^ et x] seraient nuls; d ne, à moins que la constante du second mem- 
bre ne soit infinie, ce qui n'a pss lieu en général, les termes en x] ne se 
détruiraient pas et E est un point simp'e de S^g. 

Ainsi la surface Ss a >a droite sextuple comme seule singularité. Or, 
les formules de Salmon et Zeuthkn, trop longues à reproduire ici, 
donnent, pour une surface du huitième ordre à droite sextuple, les résul- 
tats suivants : 

La sur/ace est de classe 52; une section plane quelconque est de classe 26 
et a 240 langenles doubUs et 54 inflfxions; un cône circonscrit quelconque 
est de V ordre 26 et a 200 génératrices doubles et 66 génératrices cuspi- 
dales; un cône aya^it son sommet sur a!ô se compose de cet axe compté 
deux fois et d'un cône résidu de l'ordre 14, de la classe 50, ayant a^ comme 
arête 12p'*; il y a vingt poifits sur a3 tels que deux des coniques généra' 
tri ces qui y passent coïncident, etc. 

Si. M. Weyr, dans le mémoire cité précédemment, considère la 
surface la plus générale engendrée par des coniques. 11 établit géométri- 
quement que la développable circonscrite à cette surface le long d'une 
conique génératrice est de classe 4, 3 ou 2, suivant que deux coniques 
génératrices consécutives ont 0, 1 ou 2 points communs. La an de son 
travail contient une démonstration analytique de ce théorème qui cons- 
titue une généralisation élégante de la [Topriété des plans tangents le 
long d'une génératrice d'une surface réglée. Dans cette démonstration 
analytique, la conique est représentée par deux équations en coordon- 
nées-points ou par une équation tangentielle à discriminant nul. Le 
mémoire de M. Wkyr contient en outre un grand nombre de propriétés 
et de constructions intéressantes. 

Avant d'avoir lu ce travail, nous avions établi lé théorème auquel il 
vient d'être fût allusion et nous allons consigner ici notre raisonnement, 
parce qu'il s'applique à toutes les surfaces représentables sur un plào^ 
quand les courbes fondamentales o'orde n ont en commun un point nltti- 
tiple d'ordre n — 2 plus un point double. 
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Nous avohà représenté la sarface Ss par ies équatioDS 

Un point x\ infiniment voisin de x sur la conique génératrice c% a 
pour coordonnées 

p'a?;=/. [6>\(X + rf/)'] = 0Xi-\'dl ÇJ+ ... 

IJn point a?", inflniment voisin de x sur la courbe Ci a pour coor- 
données 

/if 

Ç'x'i = fi [(« -i- éf w)% /'] = par< + cfw —*-[-.• . 

En faisant abstraction des infiniment petits d'ordre supérieur au 
premier, on a des points voisins de x sur les tangentes à (;, et à c?, et le 
plan de ces trois points, ou le plan tangent en â? à Ss a pour équation, 
les coordonnées courantes étant X<, 

= 0, 







df df 

' dy. d(^ 


ou oBicore 






X 


■ ^' ^dl dl 






= 0. 



Les termes des deuxième, troisième, quatrième colonne de ce déter- 
minant sont respectivement de degré 1, 1 et 2 en /. Si Ton regarde w 
comme constant et A comme variable, l'équation du plan tangent en un 
point mobile M de la conique génératrice e% est fonction du quatrième 
degré de A et ce plan enveloppe une développable de quatrième classe. 

Par tout point X de l'espace, on peut mener quatre plans tangents 
à cette développable; ceux-ci contiendront chacun une iangente à C2 
et toucheront donc le cône de sommet X et de base C2. 

Ainsi tout cône du second ordre et par suite aussi toute quadrigue 
passant par une conique génératrice de Sa touche la surface en quatre 
points de cette conique. 

Cette propriété est une extension d'un théorème relatif aux surfaces 
réglées : tout plan mené par une génératrice rectiligne touche la 
surface en un point. 

La démonstration qui précède montre aussi que la développable 
circonscrite est unicursale. De plus, si dans la dernière équation, on 
regarde les X< comme quatre paramètres arbitraires homogènes, on a 
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réquatioD d'ane involution I*. Il éiait d'ailleurs évident géométrique- 
ment que les groupes de quatre points de Ct dont les plans tangents 
concourent forment une telle involution, puisque trois points quel- 
conques déterminent un point X commun à leurs plans tangents et, par 
suite, un quatrième point complétant te groupe. Remarquons eoûn que 
cette involution a quatre groupes de quatre points coïncidents. 

8!9. Dans l'étude de la surface Ss, nous avons supposé que les direc- 
trices et Taxe étaient des droites indépendantes. 

Admettons maintenant qu'il n'en soit plus ainsi et voyons d*abord 
ce qui arrive quand il j a des points communs à deux des directrices. 
D'après le Chapitre I, chacun de ces points communs réduit, en général, 
d'une unité, l'ordre de la surface. 

Pour le vérifier, rappelons l'équation de S» : 

Ts ^ [^a/3 ) (1,3.4 )] [(a/3) (2, 3, 5)] (a/3 J, 4Ka6,JI^) _ ^^^^^^^^^ 
Us [(ci^) (2, 3, 4)] [(a/3) (1, 3, 5)] (a/3, 1, 4) (a^, 2,5) 

Si les directrices 1 et 3 ont un point commun P, le plan {afi, P) est 
à la fois un des plans (a]3)(ly3, 4) et un des plans (a,6j (1,3, 5); les 
deux termes de la fraction ci-dessus ont donc un facteur linéaire 
commun et la surface Ss se décompose on un plan (aj3, P) et une surface 
du septième ordre. Si les directrices 2 et 4 ont un point conmun Q, la 
quadrique (a/3,2,4) dégénère en deux plans dont l'un est (aj3,Q) et 
celui-ci est aussi un des plans (aj3 ) (2, 3, 4), donc il y a encore un 
facteur (a/3, Q) commun aux deux termes de la fraction, etc. 

Gependfint il y a une exception curieuse : si trois directrices 1, 2, 3, 
soiit dans un même plan r, toutes les coniques génératrices se décom- 
posent en deux droites dont l'une décrit le système réglé (a|3, 4, 5) et 
l'autre le plan r. 

Les cas des points communs à deux directrices ne sont pas les seuls 
à considérer; lorsque quatre directrices 1, 2, 3, 4 sont des rayons d'un 
même système réglé» les plans (a(3) (1,3. 4) se confondent avec les plans 
(ajS) (1. 2. 4) et l'équation précédente indique, de ce chef, une réduction 
de deux unités dans Tordre de la surface; si les cinq directrices sont des 
rayons d'un même système réglé, il est évident que la surface se confond 
avec la quadrique support de ce système. 

Il se peut aussi que l'axe a/3 ne soit pas indépendant des directrices; 
nous remettons à plus tard l'examen du cas où cet axe rencontre une 
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des directrices; mais nous pouvons constater ici que^ si Taxe et trois 
directrices 1, 2, 4 sont des rajons d*un même système régléi les 
quadriques (a|3, 2, 4) et(aj3, 1» 4) sont identiques, ainsi que les couples 
de plans (aj3)(2, 3, 4) et (aP) (1, 3, 4), ce qui donne une réduction de 
quatre unités au moins; et si Taxe est situé, avec les cinq directrices 
(sans points communs) sur une même surface cubique, la surface Sg se 
réduit évidemment à cette surface cubique. 

33. Puisque nous avons rencontré la surface générale du troisième 
ordre comme cas particulier de la surface Sa, nous pouvons esquisst^r 
une représentation plane de la surface cubique qui soit une application 
de la méibode que nous avons exposéeC*j. 

Prenons, sur la surface cubique 23> six droites sans points communs, 
a^f 1, 2, 3, 4, 5. La surface est décrite par la conique reposant sur 
1, 2, 3, 4, 5 et dont le plan oca, -\- o^Px =" tourne autour de ap. Un 
point M de V3 est déterminé par le paramètre co et le rapport anharmo- 
nique A de M et des points d'appui de la conique génératrice sur 1, 2, 3. 
Posons, comme précédemment, 

CO = — , / = !— . 

Sur le plan n, les courbes fondamentales d^ordre x auront un point 
(x — 2)"** en B (f/i = |u.5 = 0,», puisque les droites moLées par ce point 
doivent représenter les coniques génératrices Ci. Le point A (ui=usbsO) 
représente la conique p^ et comme celle-ci coupe deux fois toutes les 
sections planes de Is» A doit être un point double des courbes fondamen- 
tales. Les sections planes sont de genre 1; il doit en être de même des 
courbes fondamentales; or» celles-ci ont un point double et un point 
{x — 2jp'% donc • 

i (a; — 1) (a? — 2) — ; (a? - 2) (a? — 3) - 1 = 1, 
d'où x = ^. Ainsi les courbes fondamentales sont du quatrième degré à 
deux points doubles ; Tordre de la surface représentée est, y étant le 
nombre des points fondamentaux simples R, 

4X4-2X^~2X2-y = 3, 

d*où y => 5. Donc il y a cinq coniques C2 dégénérées, ou la droite a(3 est 
rencontrée par 10 des 27 droites de Zs, ce qui est connu. 

(*) Cette idée nous est suggérée par M. Sbrvais. 
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Les courbes fondamentales peuvent dégénérer, de deu^ ^^fii^|*i^s, en 
une cubique et une droite : d'abord, la drpite peut passer pp.r B et 
représenter une conique C2, tantiis que la cubjque pHSsera par les cinq 
points R et par B et aura A pour point double; cette cubique représente 
donc a|3; — ou bien la droite peut passer par A et repréi^enter une 
conique y, lieu des points M de même rapport anharmonique sur les 
coniques C2; la cubique a alors B pour point Rouble, A et les R pour 
points simples et elle repréiente une droite de 2f, autre que aj3, 
1, 2, 3, 4, 5 et ne repeontrant pas aj3; cette droite est dans le plan de 
toutes les coniques yt. 

Ainsi, les coniques d'une surface du troisième ordre situées dans un 
faisceau de plans rencontrent trois droites de la surface en dsf ternes de 
points. Le lieu d'un point M de ces coniques formant^ avec ce terne, un 
rapport anharmonique constant est une autre conique dont le plan passe 
par Hne droite fixe de la surface. 

Nous ne poursuivrons pas ici cette étude qui nous entraînerait hors 
de notre sujet. 

34. Nous avons vu que la surface Sg la plus générale comprend 
quatorze coniques géuératrices tangentes à un plan donné Ç, pourvu que 
ce plan ne passe pas par un point double d'une conique généri^trice. Donc 
les coniques dont le pian passe p^r a^, qui s'appuient sur qu$itre droites 
]^, 2, 3, 4 et qui touchent un plau Ç engendrent une [9^rf4ce Si^, du 
14* ordre (puisqu'elle rencontre, en H points, une droite quelcoï^que p). 
Tout plan par ap contient deux coniques générj^trice?, de softç que a^ 
est une droite décuple de cSm. D'après sa déânitjop, cette surface toucha 
le plan ^ en tous les points où elle le rencontre et le lie^ des cqntacts est 
une courbe du septième ordre à point quintuple sur p(j3. Ce fait peut 
encore être vérifié par d'autres moyens; aipsi, toute droite menée dans 
le plan ^ et rencontrant ap détermine un plan passant par a(3, touche 
deux coniques génératrices et contient donc (ieux couples de points 
coïncidents de Su; ou encore, la surface Sa étudiée précédemment 
touche sur la directrice 5, un plan 7] mené par cette droite, en sept 
points, car ce plan 19 coupe Ss suivant la droite 5, plus une courbe du 
septième ordre. 

Les coniques dont le plan passe par un axây qui s'appuient sur quatre 
droites et qui touchent un plan engendrent une surface du 14* ordre ayant 
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V axe pour droite décuple et touchant le plan donné le long d'une çot^rhe 
du septième ordre, 

35. Appliquons le théorème du n** 17, aq cas de quatre directrices 
rectilignes 1, 2, 3, 4, plus une conique ^j rencontrée une fois par chaque 
conique génératrice C2 ; nous obtenoos une surface Sie du seizième ordr^ 
ajant ap pour droite 12p^®. 

Soit '0 le' plan de la conique ^2 et le point où il coupe a(3. Menons, 
par 0, dans le plaa vî, une droite quelcor que coupHnt^, en A et B. Les 
coniques génératrices déterminées par A et B coupent encore AB, les- 
pectivement en A' et B' et ces derniers points décrivent, dans le 
p)i)i| '/], une courbe ou un système d'ordre 16 — 2 = 14, coupant g^ en 
28 points. Ceux-ci répondent à des coïncidences de A ou B avec A' ou 
B'. Or, les coïncidences de points A et A' (ou B et B') appartiennent à 
des coniques C2 touchant yj; d'après le n» précédent, ces courbes mar- 
quent, sqr/?, une ligne du septième ordre rencontrant ^2 en 14 points. 
Restent 14 coïncidences de points A avec B' ou B avec A'; mais si A se 
confond avec B\ les deux coniques Ca situées dans le plan (a|3, AB) ^e 
confondent et B coïncide avec A'; donc les 14 coïncidences de ppi|it§ A 
et B' ou B et A' sont, deux à deux, sur sept droites issues de û. Ainsi Sie, 
outre sa droite 12p'®, a 7 coniques doubles; à la vérité, elle a encore 
deux autres coniques doubles, pour les coïncidences de points A et B, ou 
pour les tangentes de g^ issues dtt 0, mais ces deux dernières coniques 
sont étrangères à ce qui va suivre, parce quelles ne répondent pas à 
des points doubles de \a section de Sm par le plan yj. 

D'après cela, il j a sept coniques C2 qui rencontrent une fois chncune 
des directrices l, 2, 3, deux fois la courbe ^j et qui rencontjent une 
droite quelconque 4. Donc on peut énoncer le résultat suivant, conforme 
au n" 12. 

Les coniques dont le plan passe p.ar un axe a|3, qui coupent deux fois 
une conique étonnée et s'appuient sur trois droites données engendrent une 
surjace du septième ordre ayant ol^ comme droite quintuple, 

86. La surface S? définie ci-dessqs peut-être traitée par une méthode 
analogue à celle du n° 2^0. Pour plus de clarté, nous choisirons d'abord 
un téiraèdre de référence spécial : rarépe X\ = Xz = sera l'axe a^, 
dx et ^a seront remplacés par Xi et Xs ; nous supi)OseroQS que ces deux 
plans touchQpt la conique directrice g^ située dans la face Xa = 0; enâa 
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la face Xi passera par les points de contact de ^3 avec Xt et Xi. La 
conique ^2 peut alors être représentée par les équations 

Xt : Xi : Xi : Xi = b* : Q : l : 0. 

Un plan Xi s oiXs pas.<ant par Taxe coupe Çi en deux points Ni et 
Nj dont les paramètres sont respectivement + j/û») et — j/o^. Joignons 
ces points au sommet A (Xi s=s ^^2 = â^i = 0) du tétraèdre et utilisons 
ces deux droites (variables avec co) comme nous avons (n" 20) utilisé les 
directrices 4 et 5. Nous avions trouvé une équation 

(eyoa) -j- Ai (xy^a) + w (ey3/3) -{- ki^ù (ay^/S) = 

qui se transforme à présent de la manière suivante : tx et (p« deviennent 
a?4 = et a?i = -\-\/^Xt ; le déterminant (tpyîa) se réduit donc à 

1 yi 5i 1 
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^0' représentant les coordonnées pluckériennes de la directrice yd ou 1. 
On trouve de même 

(eycJa) = — ^25, (eyâ^) = }i2, (r/^^) = ?" ■— J/w^m- 

Par suite, ki est le quotient de deux fonctions de &), la première 
est rationnelle et linéaire en (o, la |econde, (cp/^a) -\- &) ((p^^d^) est le 
produit de J/w par un polynôme complet, du second degré en l/w; 
donc ki\/^(ùf A,|/ci), h[/m sont des rapports de fonctions quadratiques 
de |/co; 

A.= -4~ (t= 1,2,3). 
L'une des équations (1) du n** 20 devient 

(-Il ^V-^ ^î — ^ 

V|/a)F, l/wFi/ \|/û)F2 Xx -\/(ùXt/ 

|/wa?2^ 

ou encore, en remplaçant Xi par tùXi^ 

(5) (AFi — /iF,) (Aw aîi — A l/w X2 — i»4 |/w F2) 

= l (A2F, — AF2) (A« Xi'-fx\/tùXt — a?4 j/w F,). 



^i(^ f—\(J- 

^ [/(ù F, \/(ù Fs '^ ^|/w Fi a?, — 
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La seconde équation ne diffère de celle-ci que par la substitution de 
-f-l/w à — 1/«> car les droites AN| et AN» ne diffèrent que parle 
signe de ce radical. Au reste, les deux équations peuvent d'abord être 
débarassées du facteur (/co et alors elles sont linéaires en X2^Xi^œk, 
linéaires en. 7« et du septième ordre en [/(ù. 

Par additK n, les termes en (l/ûi>)*»+* disparaissent, et on a une rela- 
tion rationnelle et cubique en ^\ par soustraction, les termes en (|/&>)^* 
disparaissent et Ton peut diviser par |/^, ce qui donne encore une rela- 
tion rationnelle et cubique en o) ; même les termes en x^ ne contiendront 
&> qu*à la deuxième puissance. De ces deux égalités, on peut tirer â7a en 
fonction de 7? et co*, x% et Xi en fonction de À' et co^ et comme Xi = (ùXi, 
Xi sera fonction de ).' et &>*'. 

Ainsi l'on aura une représentation plane de S? et les courbes fonda- 
mentales, du 8* ordre, auront en commun un point sextuple, un point 
double et 17 points simples correspondant à 17 coniques dégénérées. 

Cette représentation de S? pourrait donner lieu à des développements 
analogues à ceux que nous avons donnés pour la surface Ss. Nous ne les 
exposons pas ^'Our ne pas nous répéter. 

Nous ne dounons pas non plus l'équation de S?, parce que le calcul 
est trop long. Il suffira de l'indiquer ; Téquation (5) débarassée du 
facteur |/o7 peut s'écrire 

u + |/w V = / (U' + y/^\'n 

l'équation analogue est 

U ~ |/w V = A (U' - l/^V); 

on en déduit 

UV' = U'V, 

qui est entière et rationnelle en &) et où il suffit de remplacer co par 
Xi : x% pour avoir la relation cherchée. 

SV. Nous avons dit, en parlant de la surface Ss à cinq directrices 
rectilignes, qu'il fallait réserver le cas où Taxe a/3 rencontre une des 
directrices, la droite 5 par exemple, en un point 0. Le problème est 
alors le suivant : trouver la surface engendrée par une conique qui passe 
par un point fixe 0, qui s*appuie sur quatre directrices rectilignes et 
dont le plan passe par un axe fixe a|3, mené évidemment du point 0. 

La méthode employée pour trouver Téquation de la surface S» est 

3 



I 
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identiquement applicable et le résaltat se simplifie comme il suit. La 
relation (4)| 

[{dp) (2, 3, 4)] [(a/3) (1, 3, 5)] (a^, 1, 4) (a/3, 2, 5) ^ ''''''' 

représente la surface cherchée; mais le couple de plans [{a^) (2, 3, 5)] 
se compose du plan (a^, 5) et du plan (a^, 0, 2, 3) contenant la droite 
issue de qui s'appuie sur les directrices 2 et 3 ; on a de même 

[(a/3) (1,3. 5)] = (a/3, 5) X {ocB, 0, 1, 3); 

la quadrique (a/3, 1, 5) dégénère en deux plans, savoir (aj3, 5) et (0, 1) ; 
de même (a/3, 2, 5) = (a/3, 5) X (0. 2). Les deux termes de la fraction 
ci«dessus contiennent le facteur (ajS, 5)' et, après suppression de ce 
facteur, il reste une équation du sixième degré 

[(a ^) (1, 3, 4)] (a^, 0, 2, 3) (a/3, 2, 4) (0, 1) . . 

[(afi) f2, 3, 4)] (a/3, 0, 1, 3) (a/3, 1, 4) (0, 2)*" 

Les conséquences que Ton pourrait tirer de cette forme sont analogues 
à celles que l'on a déduites de l'équation de Ss. Enonçons quelques 
résultats : 

Lis coniques passant par un point fixs^ s'appupant sur quatre direc- 
trices rectilignes et dont le plan tourne autour d'un axe fixe engendrent 
une surface du sixième ordre Sa ayant Vaxe comme droite quadruple et 
le point fixe comme point quintuple. S« peut être considérée comme le lieu 
des points d'égale puissance par rapport à deux systèmes formés chacun 
d'une quadrique et de quatre plans. Quatorze coniques génératrices 
dégénèrent en deux droites. Dix coniques sont des paraboles. La dévelop- 
pdble circonscrite le long d'une génératrice est de troisième classe. Etc. 

Sft. Nous avons rencontré précédemment une surface Sie à cinq 
directrices dont quatre droites et une conique rencontrée une fois par 
chaque génératrice ; si cette conique rencontre Taxe en un point 0, la 
surface Sit se décompose en une surface du sixième ordre dont les 
coniques génératrices passent par 0, plus une surface Sio engendrée par 
des courbes d reposant sur les quatre droites et sur la conique directrice 
en un point autre que 0. 

Voici encore d*autres figures décrites par des coniques. En partant 
de la surface Se du n* précédent et en appliquant les raisonnements des 
qm 17, 33, 34 on trouve les résultats suivants. 
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Si les coniques passant par un point fixe de Taxe, rencontrent trois 
droites et une conique, chacune une fois, la surface est du douzième 
ordre, avec a^ comnae droite octuple et comme point décuple. Si elles 
reposent sur trois droites et touchent un plan, la surface est du dixième 
ordre a?ec l'axe pour droite sextaple et pour point octuple. Si ^Ues 
reposent sur deux droites et rettcontretit deux fois une conique, la surface 
est du cinquième ordre avec l'axe pour droite triple et pour point 
quadruple. 



K Si dans la surface Sa à cinq directrices rectilignes 1, 2, 3, 4, 5, 
les directrices 4 et 5 reiBcontrent l'a^e respectiyement en et 0% toutes 
les coniques génératrices passent par ces deux points. Pourtant la 
méthode employée pour étudier Ia surface S« pout être appliquée inté* 
gralement et le résultat subit deux fois la réduction que nous ayons 
trouvée au n* 37 pour la surface S«. 

Ainsi, tùuteê lei eoniquei passant paf def^s points fixes et 0' et s' ap- 
puyant sur trois droites 1, 2, 3, engendrent une surface du quatrième 
ordre S4 ayant la droite 00' pour droite double et les points et 0' pour 
points triples. 

L^équatioh de S4 est de la forme 

(«M.2.3).(.P.0M;3)(0,1)(0S2)^ 
(«i3,0,l,3)(«p,0',2,3)(0,2)lO',l) 

L'application de nos méthodes précédentes à cette surface S4 fouriiit 
encore les propriétés suivantes. 

Le ]ieu d^un point M de S4 qui forme un rapport anharmonique 
constant avec les points d'appui de la conique génératrice sur les trois 
directrices est une cubique gauche Ci admettant a|3 comme bisécante. 
Les coniques génératrices marquent, sur ces courbes d, des ponctuelles 
projectives, et inversement. Par chaque point triple de S4, il passe six 
droites de la surface, autres que Taxe. Parmi les coniques génératrices, 
il 7 a six paraboles, etc. 

Ml. Si deux directrices 2, 3 de la surface S4 ont un point commun, la 
sur£aoe n'est plus que du troisième ordre (Si) et a deux points doubles 
et O'. Outre la droite 00', 14 ne passe plus, par chacun de ces points, 
que quatre droites de 8s . 
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La surface cubique la plu^ générale a 27 droites, mais toute droite 
passant par un point double compte double et une droite joignant deux 
points doubles compte quadruple. 

La surface cubique à deux points doubles, et 0', la plus générale a 
quatre droites par chacun des points O et 0% outre la droite 00' (d** 16) ; 
soient m, n, p trois droites par 0; la section de la surface par chacun 
des plans mn et mp se complète par une droite ^, r; les rayons ^ et r ne 
se rencontrent pas et ne coupent pas 00'. Les plans menés par ^ coupent 
la surfdce suivant des coniques; de ces coniques, cinq dégénèrent en 
deux droites, savoir deux coïncidentes à point double en 0, deux 
coïncidentes à point double en 0' et une cinquième s-{'t; une des 
droites s et ^, par exemple s^ rencontre 00' et toutes les droites telles que 
q et r, car une des coniques du faisceau (00') se compose (voir n* 16) de 
00' et de la droite s\ donc t ne rencontre ni 00' ni r, parce que quatre 
droites de la surface cubique ne peuvent pas élre dans un plan. 

Ainsi la surface cubique à deux points doubles la plus générale admet 
trois directrices rectilignes q, r, t, dont deux se coupent. 

La surface S, que nous rencontrons datis noire étude est donc la surface 
cubique à deux points doubles la plus générale. 

Corollaire. Si Ton prend, par rapport à la surface $« du n* précédent, 
la première polaire d*un point quelconque, on a la surface Ss ci-dessus. 

Pour les surfaces S4 et S3, deux coniques génératrices infiniment 
voii^ines ont deux points communs; donc la développable circonscrite le 
long d*une conique génératrice est de seconde classe. Les surfaces S« 
et Ss sont donc à la fois lieux de coniques et enveloppes de cônes du second 
ordre. M. Blutel a naturellement rencontré ces deux figures, dans le 
mémoire que nous avons cité et où il recherche toutes les surfaces 
susceptibles de cette double génération. 

4t. En appliquant les résultats des n"" 17, 83, 34 à la surface S4 du 
n*^ 39, on trouve les propriétés suivantes. 

Les coniques passant par deux pjints fixes qui rencontrent, une fois 
chacune, deux droites et une conique, engendrent une surface du 
huitième ordre ayant les points fixes pour points sextuples et la droite 
qui les joint pour droite quadruple. Si elles s*appuient sur deux droites 
et touchent un plan, la surface est du sixième ordre, avec les points 
fixes pour points quadruples et Taxe pour droite double. Si elles 
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rencontrent une fois une droite et deux fois une conique y^^ la surface 
est du troisième ordre à deux points doubles. 

Dans ce dernier cas, la section par le plan de y« se complète par une 
droite d\ en faisant tourner un plan autour de d^ la section résidue sera 
généralement une conique et exceptionnellement un couple de droites 
concourantes; en prenant ces droites pour directrices, on est ramené au 
cas du n* précédent. 

La surface cubique obtenue ici est donc encore une fois la surface la 
plus générale à deux points doubles. 



CHAPITRE IIL 



Sur une gerbe linéaire de cubiques gauches. 



49. Appelons ^tffStf linéaire de cubiques gauches un ensamble de lignes 
du troisième ordre tel que, par tout point de Tespace, il passe une courbe 
de cet ensemble et une seule. 

On connaît un ^certain nombre de systèmes pareils; leurs caracté- 
ristiques ont été étudiées par M. Sturm(*). 

Deux de ces systèmes ont fait Tobjet d*un examen plus approfondi : 
l'un, que nous appelons gerbe de Reye se compose de toutes les cubiques 
gauches passant par cinq points (^^) ; l'autre, que nous appellerons gerbe 
de Sturm est l'ensemble des courbes du troisième ordre admettant, de la 
même manière, un même tétraèdre d'osculation(*^^). 

A l'inverse de ce qui se présenta pour les faisceaux de coniques, 
ces deux systèmes de cubiques gauches ne se déduisent pas Tun de 
l'autre par spécialisation. Bien plus, ils présentent des différences 
notables; aussi avons-nous recherché quel est, à défaut de filiation, le 
lien de parenté de ces deux gerbes. Le résultat de ces recherches sera 
exposé ci-après et peut se résumer de la manière suivante. 

(•) R. Sturm, Erzeugnisie^ BlementartytUme «. CharakUriitiken von cubtschen 
Baumsurven (Journ. f. Math , t. 19). — id., Wettere Uniertuckungen Uber cub. 
Raume. (ib., t. 8J). — id., Ueber hôftcre Nullsyiteme (Math. Ann , t. 28). 

(«») Th. Rby«, Uiber CurvenbUndel 3*" Orinung (Zeitschr. f. Math. u.Phys., 
t. 13;. — G. KôNiGs, Sur les cubiques gauches passant par cinq points d»nnéi 
(Nou?. Aan. de Math. (3) II). — G. HaMBaaT, Sur un complexe remarquable de 
coniques (Joarn. de i'Ec. polyt., LXIV) . 

i**»j B. Stobm, Ucbér Ctliineatwnen u. Correliiionen^ tvelehetetc. (Math. Ann., 
t. '^Q), — B. HaiNRiCHS, Ueber den BUndel derjenigen kubiscken Baumcurven, 
miche, etc. (Disi. Muoster, 1887). — K. Dôhlema.nn, £ur Théorie de* Nullsystems 
(Jahreaber. d. Deatschea Math. Vereinig., t. 8), — M. Stuyvabbt, Notes sur Us 
cubiques gauches (Bail, de TAc. roy. de Belgique, 1900). 
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Les gerbes de Reye et de Sturm sont des cas particuliers d'une gerbe 
plus générale G. 

Cette circoDstancejustiâe déjà, suivant nous, Tétude simultanée de 
ces systèmes. Un autre intérêt s*j ajoute; nous montrerons en effot que 
la gerbe G est susceptible d'une représentation analytique simple, 

4S. Si Ton désigne par a^, ftx, ..., des formes quaternaires du 
premier degré, on sait que les équations 

ax ttx du 



VX «» 



'x 



/ 1 \ •" "* ^^ "* ^_^ 

bx b'x b'x 

représentent la cubique gauche la plus générale. 

Les relations ax = Oy bx = Oy ... représentent des plans que nous 
désignons respectivement par a, d, ... La courbe définie par les équations 
(1) passe par le point A commun aux plans a, a\ a'\ et par le point B 
cotnmun aux plans bj b\ f ; elle admet les droites aby a*b\ a"b" comme 
bisécantes. Par hypothèse, a, a', a" ne passent pas par une même 
droite, non plus que b^ b\ b" ^ et le système réglé défini par ab^ a'b\ 
a"V^ ne contient ni A, ni B. 

Si, dans les relations (l), on multiplie les numérateurs par trois 
constantes a, a', a'% les nouvelles égalités 

bx b'x b[ 

représentent une autre cubique gauche. 

Ces égalités représentent une gerbe linéaire de cubiques gauches, quand 
a, a', aJ-' sont des paramètres variables. 

En effet, les valeurs de ces paramètres sont déterminés quand on se 
donne uu point x de la courbe. 

Réciproquement, toutes les cubiques gauches passant par A et B, et 
admettant ab^ a'b\ a"h'' comme bisécantes sont comprises dans le sys- 
tème (2), car une quelconque de ces courbes peut-être engendrée par trois 
faisceaux projectifs de pians, ayant pour axes ab^ a*b\ a"b"\ dans ces 
faisceaux, les plans a^ a* a*- doivent se correspondre, ainsi que ^, b\ V'\ 
donc les équations de la projectivité peuvent s*écrire 

a.am — wîa, -= 0, c/Ia» — iùbx = 0, a"ai' — wJi' = 0, 
a, a', a", étant déterminés par un troisième terne de plans corres- 
pondants. 
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Ce raisoDDement revient à dire que trois bisécantes et trois points 
déterminent une cubique gauche, ce qui est connu; si Ton fait abstrac- 
-^ tion de l'un des trois points, on a un système doublement infini de 
courbes constituant ce que nous avons appelé la gerbe G. 

La gerbe G est Vememble des cubiques gauches ayant en commun trois 
bisécantes et deux points. 

44. Si les plans a, a\ b, b\ passent par un même point C, les cour- 
bes de la gerbe ont en commun trois points et trois bisécantes dont deux 
passent par un des points donnés. 

Si en outre a^ a", b, J" passent par un même point H, les couibesoni 
en commun quatre points, plus deux bisécantes passant chacune par un 
des points donnés. 

Si enfin les plans a\ «", b\ b" ont, eux aussi, un point commun E, 
les cubiques considérées passent par les cinq points A, B, 0, D, E et 
forment la gerbe de Reye. 

Ainsi, la gerbe de Rej/e est un cas particulier de la gerbe G et est 
caractérisée par l* évanouissement des invariants 

{aba'b'), {aba"b"), {a'b'a"b''). 

4&. D*autre part, si le plan b coïncide avec û' et le plan b* avec a", 
on peut effectuer un changement de coordonnées et prendre pour 
tétraèdre de référence le tétraèdre aa^a''b*'\ lea équations (2) deviennent 



0LX\ aJx% a*'Xi 



w 



Xr Xi x% 

et, pour toutes les valeurs de a, a', a", elles représentent une cubique 
gauche osculant le plan Xx^ au point Xx Xi Xs, et y touchant â?i^3, oscu- 
lant de même le plan x^ au point â?2â73â?« et y touchant XiXk ; en d'autres 
termes, les cubiques du système admettent, de la même manière, 
un même tétraèdre d'osculation. 

Donc, la gerbe de Sturm est un cas particulier de la gerbe G et se 
caractérise par les identités 

a'x = bx9 a'J, = b'x- 

Remarquons toutefois qua la gerbe G n'est pas la plus générale. 
On sait, en effet(*) que cinq bisécantes et un point, ou quatre bisécantes 



(♦) Cremona, IVote sur les cubiques gauches (Journ. f. Math t. 60). 
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et deux points, ou une bisécante et cinq points déterminent une courbe 
du troisième ordre. Par suite, cinq bisécantes» ou quatre bisécantes et 
un point, ou une bisécante et quatre points déterminent une gerbe de 
cubiques; ces systèmes doivent être étudiés à part. 

4G. Nous oous occuperons à présent de la gerbe G et, pour nous 
conformer au titre du présent travail, nous dounerons une attention 
spéciale à quelques surfaces qui prennent naissance quand on soumet 
les courbes Ci de la gerbe à une condition supplémentaire. 

Rattachons d'abord cette étude au chapitre précédent en recherchant 
les courbes Cz qui dégénèrent en une droite d et une conique d. La 
courbe c, ne peut avoir pour bisécantes deux des droites àh^ a'b\ a"b'\ 
si ces droites sont sans point commun. 

Donc, ou bien la conique Ci admet une des droites àb, a'b\ a"b" pour 
bisécante, ou bien elle les rencontre toutes trois une fuis. 

Dans le premier cas, la droite d passe par A (ou 6) et s*appuie sur 
deux droites, par exemple a'b' y a"b'\ tandis que Ci est dans le plan 
(A, ab) et passe par A, ainsi que par les traces, sur ce plan, des droites 
a'b*, a'^Vf d\\Q^ coniques qui satisfont à ces conditions forment six 
faisceaux dans les plans menés par A ou B et un des axes ab, Q!b\ a"b''\ 
à ces six faisceaux répondent les six droites issues de A et 6 et 
s'appuyant sur deux des axes ab, a*h\ a"J". 

Dans le second cas, les coniques 6*2 passent par A et B et s'appuient 
sur flJ, a'V, a"b"\ d'après le chapitre II, elles engendrent une surface 
du quatrième ordre, tandis que les droites d correspondantes décrivent 
le système réglé admettant ab. a'b\ a"b'^ comme directrices. Chaque 
conique e^ coupe la quadrique support de ce système réglé en quatre 
points dont trois sont sur ab, a*b\ a^'b'^; par le quatrième il passe une 
droite d. Chaque droite d coupe la surface du quatrième ordre en quatre 
points, dont trois sont sur ab, a'b\ a'^b'^; par le quatrième passe une 
conique C2. 

Ainsi, les cubiques delà gerbe G qui dégénèrent en une droite et une 
conique forment deux sg sternes : le premier comprend des coniques de six 
faisceaux répondant chacun à une droite unique; le second comprend les 
coniques génératrices cCune surface du quatrième ordre et les rayons d'un 
système réglé accouplés un à un. 

Le premier système comprend 18 cubiques dégénérant en trois 
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droites y puisque tout faisceau de coniques contient trois couples de 
droites. 

Le second système comprend 7 cubiques dégénérant en trois droites» 
puisque la surface du quatrième ordre a 8 coniques réduites à des 
couples de droites; deux de ces droites coïncident avec A6, et répondent 
à une seule et même cubique dégénérée. 

Une droite quelconque g de l'espace, sans relation particulière ayec 
les éléments donnés, rencontre six cubiques dégénérées du premier 
système, sur la conique, car elle perce une fois le plan de chaque 
faisceau; la droite^ perce quatre fois la surface du quatrième ordre et 
deux fois Thyperboloïde, donc elle rencontre quatre cubiques dégénérées 
du second système sur la conique et deux sur ta droite. 

En résumé, um droite g de r espace rencontre douze cubiques dégénérées, 
dont dix sur la conique et deux sur la droite, 

49. Exprimons que la cubique gauche représentée par 

(xûx oL^a^ cfJ^ai 
bx b'x b'J 

passe par un point (x = y-\- hz) d'une droite donnée ^z; dous aurons 

cf.ay 4" ka.ai ctfay -f- Ka'a^ a^a'y -f- k^^^ai 
~ by\-kb, ^ yy + kb: ^ by-^kb',' 

Donc la cubique de la gerbe G qui est déterminée par le point y -(- kz, 
sera représentée par deux équations et ces équations résultent de l'éli- 
mination de a, a', cd", entre les quatre égalités précédentes : voici ces 
résultantes. 

bx (cLy -\- ha^) b'x (a'y + ka't) b'J (ûy 4- ka'») 
aa:(by 4- kb,)'^a!,(yy + kb',) ^ a'J (b'y~+ kb,')' 

En éliminant k, on a l'équation de la surface engendrée par toutes 
les cubiques de la gerbe G qui s'appuient sur la droite pz. 

Pour effectuer Télimination de k, représentons par co la valeur com- 
iqune des trois derniers rapports; nous aurons la relation 

^«*v 4" ^^x^* — ojttxby — k(àaxbz = 
et deux autres analogues. Multiplions par — co, ce qui donne 

— (ùbxOy -- koiibxas -J- (^^axby -[- ^w'tfajJ, = 
et deux égalités analogues. Entre les six relations, linéaires (et noQ 
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homogènei) en k, u, km, a>*, lo>', on peut éliminer ces cinq paramètres 
et l'on a 



T.= 



imdy 


ixdM 


aj)y 


dxh» 






haO^ 


Ka: 


a'xVy 


a'J>', 










ajb'j 






1 






bxdy 


bxd» 


axby 


aj). 






b'xa'y 


h'xa'j, 


a'xVy 


a'xh'x 






Ox<iy 


Oxd, 


X."J.'' 

axOy 


«A 



= 0. 



Ainsi, les cubiques de la gerbe G qui rencontrent une droite donnée 
engendrent une surface Te du sixième ordre, 

49. L'application du théorème dd Laplace sur les déterminants 
perikiet d*écri^e Téquatioû de Te sous )a forme suivante : 

Te 5U-V5 — U3V3 = I bxay bxttz axbrj\ X | M* «A o,xb» \ 
— I b^ay bxas aj>x \ X I ^i^ay axby aj)% | = 0. 

L'équation de Ta peut résulter de Télimination de A entre les équations 
de Tun ou Tautre des systèmes ci-après 

Donc, la surface Te peut être engendrée, de deux manières, par deux 
faisceaux projectifs de surfaces cubiques. 

Ou encore, la surface Te appartient à un faisceau dont deux sur/aces 
particulières dégénèrent chacune en un couple de surfaces cubiques. 

49. Si une surface est représentée par Tévanouissement d*un déter- 
minant à m lignes et si les coordonnées d'un point annulent les terméâ 
de h de ces lignes (ou de il colonnes), ce point est multiple de l'ordre M 
sur la surface. Prenons, en effet, le point considéré comme sommet 
(^1 «i» â?2 :=à â^5 as 0) du tétraèdre de référence. Dans tout terme d*une 
ligne du déterminant qui s'annule, le degré en â?i, â;2, Xs est généralement 
supérieur, d'une unité, au deg^réen ^74. Or, chaque terme du détermi- 
nant développé contient i facteurs pris dans les lignes qui s'annulent* 
Donc, dans l'équation de la surface, le plus haut exposant de x^ est 
w — il. 

Appliquons ce résultat : les coordonnées du point A, commun aux 
plans a, a', a'', annulent deux colonnes de Vf et V,, une colonne de 

Usetu;. 
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Donc, les point» ketB sont des points triples de la surface Te. 

De même, tout point commun aux plans a et b anaule deux lignes 
du déterminant à six lignes que nous avons trouvé ci-dessus ; donc tout 
point de ab est un point double de Te; le même raisonnement s'applique 
aux droites a'b\ a"b'\ 

Les axes ab, a'h\ a'^b" sont des droites doubles de la surface Te. 

Les six droites issues de A ou B et 8*appuyant sur deux des axes 
àb^ a'b\ a**b'* sont tout entières sur la surface Te puisque chacune 
contient un point triple et deux points doubles. Au surplus ces six 
droites font partie, comme nous l'avons vu, de six cubiques dégénérées 
du premier système rencontrant yz. Quant à cette droite yZy elle est 
évidemment tout entière sur Te. 

Une courbe quelconque C/a d'ordre jcz, sans relation particulière avec 
les données rencontre Te en ^{f. points; donc il j a 6a cubiques de la 
gerbe s'appujant à la fois sur la courbe Cit. et sur la droite yz. On a donc 
les corollaires suivants. 

Les cubiques de la gerbe G qui s* appuient sur une courbe d^ordre [x engen- 
drent une surface d* ordre ô/w,. 

Il y a six cubiques de la gerbe G qui rencontrent deux droites données. 

&0. Avant de poursuivre Tétude de la surfaoe Te, déterminons la 
cubique de la gerbe G qui admet pour bisécante la droite yz; d*après un 
théorème connu, rappelé plus haut, on doit trouver une solution unique. 

La suite proportionnelle 

aa» a.'ax cL**aL ^^cf^aa 

b» """^y^T: 'Yih^ 

montre que les équations 



/fex +A'^; 



/"*;' = 0, 



où ^, V , J/'sont trois paramètres arbitraires, représentent les bisécantes 
de la cubique. 

Pour que Tune de ces bisécantes passe par deux points y et z^ il faut 
que Ton ait 

la.a^ + //«'«; 4- ^"«"«1' = 0, 

iby, +;/*; -\'V% =0, 

Ib, +//Ô', -YV'b'l =0. 
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Les deux dernières relations donnent 

}.:\':\"=\h;v: I : |>i'fr. |: \b,b:\, 
et les deux premières 

\a, : /'«' : \"a" = J «; «; | : | a'; a,\ '. \ a, a',\ ; 
d'où, par division, 

~i*;*;'i'i*';*.fr*, *:i ^ 

DonCy les éqaations de la cubique cherchée sont 
Reprenons à présent Téqaation 

Te^UsVs — u;v; 

de ta surface engendrée par les cubiques de la gerbe G qui rencontrent yz. 
Une des fonctions cubiques, par exemple 

Us == I hay bxttx Uxhy I = bxb'j,b'JI. \ Oy a^ T ^y\ » 

Ox 

O'x a'j. a^ 
devient, quand on y remplace -r ^ J7 ^ jr, respectivement par 

•* X JJ 

K5_l \_Khl \M-\ 

i«:<ri«';«>ri«»«:r 

I «;«: I • I «>. I • I «v«; i x u^ = 

b.VM I ay {ay:) a, («;«;') b, {b'^b;) \ . 

Le dernier facteur du second membre est nul, car si l'on ajoute, 
terme à terme, les trois lignes, on obtient les trois sommes identique- 
ment nulles 

\ tty ay a-, \ , \ a^ ay a^ \ , \ by by hi \ , 

Ainsi, tout point de la cubique de la gerbe G qui admet yz pour bise- 
cante est situé sur la surface Us = et Ton vérifie de même que cette 
cubique appartient aux surfaces Ug, V3, V^. 

La surface Te a pour courbe double la cubique de la gerbe G qui admet 
la droite yz comme bisécante. 



{*) Un cas exceptionnel sera examiné au u? 63. 
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51. Si nous résumons les singularités de la surface Te, nous lui 
trouvons trois droites doubles aby a'b\ a"J", une cubique double Ci et, 
sur celle-ci, deux points triples A et 6. 

Les sections planes sont, en général, des sextiques à six nœuds; pour 
les sections passant par A et 6, il y a quatre points doubles et deux points 
triples, ce qui équivaut à dix nœuds et ces sections sont unicursales. 

Mais la surface Te est elle-mcme unicursale, et nous allons en donner 
une représentation plane assez simple. 

D'abord, rien ne nous empêche de choisir, pour points y et z déter- 
minant la droite yz, précisément les points d'appui de la cubique Ct qui 
admet yz comme bisécante. Nous avons trouvé les équations d'une 
cubique de la gerbe G définie par le point y + kz de la droite yz : 

M^y + ha.) ^ hl (g; + kg ' , ) ^ V; {a*; + ha'J) ^ 

a. (^ + *».) K (K + *^^) < (K + ^K') ""* 

Ces équations peuvent être remplacées par 

hx {dy 4" kaz) = (oax (by -|- kbx) 

et deux autres analogues. On peut en tirer des valeurs de ai, Xtt Xi^ Xk 
proportionnelles à des fonctions du sixième degré en A et co, mais où 
ces deux paramètres n'entreut qu'à la troisième puissance. 
Posons 

. p.i /ta 

*=— , «= — ; 
nous pourrons écrire symboliquement 

Dans la représentation de la surface Te sur un plan 77, ju^i, /JI2, /Xrs 
seront les coordonnées du point i^, image du point x, rapporté à on 
triangle de référence FGH, où GH, HF, FG ont respectivement pour 
équation jut, =0, p» = 0, |w,| = 0. 

59. Disons un mot de cette représentation paramétrique. Nous 
appellerons courbes fondamentales dans le plan 77, les courbes images 
des sections planes de Te. Elles sont du sixième ordre, et puisque f«i et 
fxs ne figurent qu'au troisième degré, dans leurs équations» elles ont un 
point triple en F (1x9 =. fzs «=■ 0) et en G (/uii = ju.s = 0). 

Pour que la surface représentée soit du sixième ordre, il faut que les 
courbes fondamentales se coupent en 86 — 6 a» 30 points fixes; les 
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deux points triples communs comptent déjà pour 18 intersections ; on 
doit donc trouver encore 12 points fondamentaux. 

Aux droites passant par G et représentées par ui :/x3=-= A == constante, 
répondent les cubiques gauches génératrices de Te. Mais celles de ces 
droites qui passent par un point fondamental autre que F et G- corres- 
pondent à des coniques de Ta; les 12 points fondamentaux autres que 
F et G représentent donc chacun une droite d'une des douze cubiques 
dégénérées de la surface. La droite GH ou ju.i «=» répond à 1 = 0, donc 
à la cubique génératrice passant par le point y^ ou, d*après notre 
hypothèse à la cubique double de Te. 

La droite GF ou ws = répond à w = oo, ^ = oo et ces valeurs ne 
peuvent être réalisées en général que pour le seul point A. 

Voyons maintenant les diverses cubiques génératrices de Te qui 
dégénèrent en une droite et une conique. Une de ces droites part de A 
et 8*appuie sur ah et a'h^ \ c*est donc la droite aa' ; dans les équations 

h . {ay + ka^) _ ^:« + *<) ^ K « + K0 _ 
a. {by 4 kb.j < (è; + kb:) a: {b'; + kb'J) "^ ' 

qui représentent une cubique génératrice de Te, si Ax = et «« = 0, 

b'i 
on a 6i!== ooetil=» — r—; l'image de la droite aa sur le plan tt est 

bg 

donc le-point triple G lui-même; la droite du plan tt représentée par 
jl = jMr, : fjis = — by : bg répond donc à la conique qui, avec aa\ con- 
stitue une cubique dégénérée de Te et coupe donc toutes les courbes 
fondamentales en deux points variables seulement; elle est donc tan- 
gente, en G, à toutes les courbes fondamentales. 11 en est de même des 
droites images des coniques qui constituent, avec a'a'^ et a^'a^ des 
cubiques dégénérées. 

Quant aux droites 6^', b^b'\ V'b^ elles ont pour image, chacune un 
point situé sur le côté HF (ui = 0, w = 0). 

Aux droites du plan tt qui passent par le point triple F, répondent 
des cubiques gauches de Te, autres que les cubiques génératrices. Nou.* 
y reviendrons bientôt. Observons seulement ici les exceptions qui se 
présentent : la droite FH ou pa = donne w = ce qui répond au 
point B ou à une des droites bh\ b'b*', V'h^ représentées par trois points 
de FH; nous avons déjà vu que FG représente le point A et les rayons 
aa\ a*a*\ a'^a\ quant à la droite menée par F et définie par /Lta = //i 
ou &)=3 1, elle répond à la droite yZy car> si dans les équations précé- 
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dentés, on fait xi=p + hz9 on a co = 1; par suite cette droite |u.2 = pi 
contient deux points fondamentaux répondant aux droites de Te qui 
s*appuient sur ab, a!V ^ a"ô", y%. 

Enfin il j a, dans le plan tt, quatre points fondamentaux simples; ils 
représentent les droites appartenant aux cubiques dégénérées qui sont 
rencontrées par y^; sur leurs coniques. 

En résumé, Ut courbe$ fondamentales du plan n ont en commun un 
point triple G et trois tangentes communes en ce point, plut un point 
triple F, plut neuf points communs simples, dont trois alignés sur F et 
deux autres alignés sur F. 

&S. Nous venons de trouver sur Te, une seconde i>érie de cubiques 
gauches c,; les courbes génératrices seront appelées c^. 

Les courbes images de c'^ ont pour équation /x.2 : /u^s = oi) = const. ; 
chaque cubique c^ est donc le lieu des points de même paramètre sur les 
cubiques génératrices. 

Une courbe c'^ dans l'espace est représentée par les équations suivantes, 
où GO a une valeur particulière : 

bxtty — (ùttxby b'^ay — (>iaàbi b'Ja'y — oaa'xby 
bxd, — coaxô. ôiû, — (ùaxb, b'xa'J — wa^'^" 
Les courbes C5 ont donc ab, a'b\ a'^b" pour bisécantes. 

Dans la seconde série de cubiques (c^), trois courbes dégénèrent en 
trois droites, savoir : pour co = 1, la droite fZ et les deux directrices du 
système réglé (ai, a'b', a"b'') qui rencontrent yz\ pour w = 0, les droites 
W, W\ b^^b; pour w = 00, les droites aa\ a*a*\ a"a. 

Quatre autres cubiques c'^ se décomposent en une droite et une coni* 
que; les images de ces coniques sont les droites joignant F aux quatre 
derniers points fondamentaux trouvés. 

54. Pour k constant et co variable, on a une cubique Cz génératrice 
de Te; donc les courbes de la première série sont aussi des lieux de 
points de même paramètre sur les courbes de la deuxième série. 

Si l'on donne, à gj, deux valeurs particulières coi et cos, on détermine 
deux cubiques c,; aux mêmes valeurs du paramètre ky répondent les 
intersections de ces courbes par les mêmes cubiques Ci\ mais les points 
répondant aux mêmes valeurs de k sont projetés de ab suivant les 
faisceaux de plans 

bxtty - co, axby 4" h {bxa^ — c»), a^ b,) = 0, 
bxdy — (*i2axby-\- k {bxa» — ûOafl*^i) = 
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et ces faisceaux sont projectifs. Donc toutes les courbes €s marquent, 
sur deux courbes c^, des ponctuelles projectives. 

On démontre de même que les cubiques c,' marquent, sur deux cour- 
bes Cs^ des séries projectives de points. 

Ainsi, chacune det séries de cubiques gauches de T9 marque^ sur les 
courbes de l'autre série, des ponctuelles projectives, 

55. Une relation de la forme ^w -}- /3^ + yw + (î = établit une 
espèce de coUiuéation entre les deux systèmes de courbes c^ et c^. Le lieu 
des points de rencontre des courbes homologues est une courbe de Te, 
dont Timage sur le plan tt est une conique passant par F et G; donc la 
courbe sur Te est en général du sixième ordre. Mtiis cette courbe peut 
s*abaissdr au cinquième, au quatrième ou au troisième ordre, quand la 
conique image passe par un, deux ou trois points fondamentaux autres 
que F et G. 

AO. Une bisécante de la cubique 

b, (ay + ka.) ^Ki^+^^K K-MO 
a. iPy + kb.) < (Ô; + kb',) a", (b'I + kb':) 

est représentée par les équations 

2>*x {ay + ka,) = 0, 2Aa. (by + kb,) = 0. 

Si cette bisécante passe par un point fixe X, on a 

2>*x {dy + kaz) = 0, l/a^iby-^- kb,) = 0. 

Ces deux dernières égalités donnent 1, V, À" en fonctions, du second 
degré, de A; en portant ces fonctions dans les deux premières égalités^ 
on obtient deux relations cubiques en k et linéaires en a; l'élimination de 
adonne une équation du sixiène ordre représentant le cône engendré 
par les bisécantes menées de X aux cubiques génératrices de la surface 
T«. On a donc la propriété : 

Les cubiques de la gerbe G qui s'appuient sur une droite jz ont un 
système de bisécantes formant un complexe du sixième ordre. 

A9. Après avoir étudié la surface Te, Heu des cubiques de la gerbe G 
qui rencontrent une droite, il convient d'examiner ce que devient cette 
surface dans les deux cas particuliers de la gerbe de Reje et de celle de 
Sturm. 

Lorsque les trois bisécantes ab^ a*b\ a*'b" sont dans un même plan C* 

4 



-so- 
ie! eabiqaes passeat par cinq points, et M. Reye a démontré que celles de 
ces cubiques qui rencontrent une droite engendrent une surface du 
cinquième ordre. Il est naturel de conjecturer que Te se décompose alors 
en une surface Ts accompagnée du plan Ç. 

La vérification analytique est pénible; on la simplifie par un choix 
convenable du tétraèdre de référence : les bisécantes ah, a'h', a"V' 
deviendront les côtés de la face â?4 =s de ce tétraèdre; le point A sera 
le sommet opposé, et Ton peut toujours faire en sorte que les coordonnées 
de B soient égales (*). Dans ces conditions, il faut remplacer <i«, a^» ^s 
par X\^ Xi, x% et bx% àx% h'x pnr Xi — â?4» Xt — Xk^ x^ — Xk. L'équation 
de la surface Te trouvée plus haut, 

u.v. = u',v;, 

a dès lors pour premier membre 

I {Xi — Xk) tft {Xi — X,) Zi Xi (yi — y*) I X 

I (Xi — Xk) Zi Xi (yi — y,) Xi (Zi — jp*) | , 

î prenant les valeurs 1, 2, 3 dans les lignes successives des déterminants. 
Ou peut écrire l'exprobsion précédente sous la forme 

I Xiyi XiZi Xi [yi — y*) ( X I «.«< a?< (yi — y^) Xi (Zi — z^) | 

'^Xtf{XifX2iXt)- 

Le terme indépendant de â?« est égal à 

^]^\^l\yi ^i y<— y* I X u. y<— yi ^» -.«♦! = 
x]xlxly,Zé \yi Zi 1 | X | «< yi — y^ 1 | 

ou enfin, si, dans le dernier déterminant, on ajoute, à la seconde colonne, 
les termes de la troisième multipliés par yi, 

MaiS| dans Téquation 

u,v, = u;v;, 

le second membre ne diffère du premier que par Tinterversion de y et n; ; 
donc le terme indépendant de Xk est le même que dans le premier membre 
et la surface Te dégénère en une surface du cinquième ordre accompagnée 
du plan Xk* A la vérité, il faudrait voir encore si le terme en x^ ne 
s'annule pas; mais nous ne ferons pas ce calcul, qui ne peut que nous 
faire retrouver une proposition connue et plutôt étrange' e à notre sujet. 

(*) C'est le systômo de coordonnées utilisé par M. Humbert {loc. cit.) pour la 
gerbe de Reye. 
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S'il s*agit de la gerbe de Siurnt, il faut, d'après noi préliminaires, 
faire ai = 6», a'x = Kt la fonction Us Vi devient alors 



bxtty hxdx ttxby 




bxdz 


ùxby axbi 


Kby Kb. bj)y 


X 


bjh 


bxby bxbg 


bxb'y b'xbt bxby 




b'X 


bxby b!J)'J 



et le terme indépendant de bx s'obtient en faisant bx = 0, ce qui donne 



ttxb 



x^y 



b'xby b'jgbz 
b'xby b'xb 



"K 



X(-l)fei&. 



axby 
b'xby 



— (a.)* (b'xYb'X^, 



X 



dxbs 

b'xv: 

bs 



b'y b: 



by bz 

by b: 

Comme la fonction U'^V, se déduit de UsYs par interversion de y et 2, 
le terme indépendant de bx, dans Téquation de Te, est identiquement 
nul ; Te contient donc le facteur bx et, par analogie, aussi b'xi les plans b 
et b' écartés, il reste une surface du quatrième ordre engeudrée par les 
cubiques de la gerbe de Sturm qui s'appuient sur une droite. Ce théo- 
rème est connu. 

58. Nous abordons la question des taugentes aux cubiques de la 
gerbe G. Celle de ces courbes qui passe par le point y a pour équations 



axb 



y 



alb' 



x^y 



a'b 



xOy 



dybx 0,'ybx Cl'yb, 



nui 



Le réseau des hjperboloïdes circonscrits à cette courbe est représenté 
par réquation suivante, /, À', a'' étant des paramètres arbitraires, 

I àxby ttybx A I = 0. 

Les plans tangents, en y, à ces quadriques sont représentés par la 
relation 

I Uxày ayby ^ | 4~ I ^V^V ^«^^ ^ j => 0, 

ou encore par 

I dxby — dybx c^y A | = 0. 

Bien qu'elle contienne trois paramètres >, A', A", cette équation 
représente un simple faisceau de plans dont l'axe est représenté par 

Uxby dybx Q'J>y d'yh'x à'xh'y - d'yb'x 



ûyby 



a'yh'y 



UyOy 



Telles sont donc les équations de la tangente, en y, à la cubique de la 
gerbe G déterminée par ce même point y. 
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En y regardant les y comme variables, on a le lien des contacts des 
tangentes menées aux cubiques de la gerbe et passant par un point 
fixe X. 

59. Considérons, plus généralement, les équations 



AAA M^^ ^^^' ' 

nia, Ht* fn 



m 



OÙ les m représentent trois plans et les n trois quadriques. Elles défi- 
nissant une courbe gauche du septième ordre ^t. 

En effet, si Ton égale le premier rapport successivement à chacun 
des deux autres, on obtient les équations de deux surfaces cubiques dont 
l'intersection est donc du neuvième ordre. Mais les points d*uDe certaine 
conique d annulent les termes m^^ ni du premier rapport et satisfont 
donc aux équations des deux surfaces cubiques sans égaler^ en général, 
les deux derniers rapports; Tintersection du neuvième ordre se compose 
donc de Cf et d*une courba du septième, ki, 

La théorie de cette courbe présente des analogies avec celle de la 
cubique gauche et nous espérons pouvoir nous en occuper dans un travail 
ultérieur. Ici nous n*entrerons pas dans le détail de cette étude qui nous 
entraînerait loin de notre sujet. 

Constatons seulement que chacun des trois rapports proposés peut 
être remplacé par un rapport de la forme 

de sorte que la courbe ki établit une projectivité entre une gerbe de 
plans m et un réseau de quadriques n*. Or, il peut arriver, dans des cas 
particuliers, que des quadriques de ce réseau dégénèrent en deux plans; 
alors la conique Ct se décompose en deux droites. Et même, si à une 
quadrique composée de deux plans, correspond, dans la gerbe (m), un 
plan passant par Tiiitersection des deux plans précédents, on se trouvera 
dans un cas plus spécial encore et la conique C2 se réduira à deux 
droites confondues. C*est précisément ce qui se présente dans les 
équations du n® précédent, que nous écrivons ici en intervertissant les 
y et les â?, de sorte que le point fixe est y et les coordonnées couran- 
tes Xi : 

dx iy — dyàx dit by — dy bx dm by — d^ bi 

dxbx dxb'm d'ùb'm 

Le plan représenté par chaque numérateur passe par Tintersection 
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des plans déânis par le dénomiDateur. La courbe gauche que nous 
rencontrons dans la gerbe G, est donc ud cas particulier de la courbe h; 
elle est néanmoins encore du septième ordre, oi les axes ai, a'b% a"b" se 
coupent d^ux à deux, on a un cas plus particulier encore, relatif à la 
gerbe de Reye ; ce cas a été étudié avec soin par M. Humbbrt. 

Ainsi, dans la gerbe G ei dans la gerbe de Reye, le lieu des contacts des 
tangentes issues d'un point donné est une courbe gauche du septième ordre. 

OO. Le résultat se modifie dans In, gerbe de Sturm. Si a'^ i, a"= 6', 
les équations du n® précédent deviennent 

axby — a^bx bxby — bybâ ^ bxby — byb^ b'Jby — b'yb'x 



*X 



b'x bx VL 



Elles représentent une biquadratique ; mais il faut en défalquer la 
droite bV , dont les points annulent les termes du rapport moyen, sans 
égaler, en général, les rapports extrêmes du n* précédent. On retrouve ce 
théorème connu. 

Dans la gerbe de Sturm, les contacts des tangentes issues d*un point 
donné décrivent une cubique gauche. 

• 

Ot. Dans la gerbe G, on a trouvé une courbe tf?* lieu des contacts 
des tangentes issues d'un point y. En faisant â; = y, dans les équations 
de cette courbe, on les vériâe identiquement : c^ passe donc par y. Or, 
le cône qui projette une courbe du septième ordre d'un de ses points est, 
en général, du sixième degré. La même propriété est connue pour la 
gerbe de Reje. 

Dans la gerbe G et dans la gerbe de la Reye^ le complexe des tangentes 
est du sixième ordre. 

09. A la vérité, pour pouvoir affirmer cette dernière proposition, il 
faudrait établir que y n*est pas un point double de la courbe Ci. Nous 
pourrions faire cette démonstration qui n'est pas fort difficile, mais il 
nous parait préférable de chercher directement l'équation du cône qui 
projette Ci du point y. Ceci se fait très simplement en remplaçant dans 
les équations de «t, x par y-^-kxi nous aurons la relation 

flfyJy -f" ^0,»by — ayby JtQyb» 

ùyby + h {axby + ttybx) + h^a^bx "~ 
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et deux autres analogues, entre lesquelles il faut éliminer 1 et g). On peut 
écrire la relation précédente comme il suit 

h (axby — dyb») — (ùUyby — k(ù {axày + Uybx) — Vcùaxhx = 0. 

Multiplions par k; nous aurons, en tout, six relations linéaires et 
homogènes en k, k^^ (o, kco^ A'a), k'tù; Télimination de ces quantités 
donne l'équation suivante du cône Ta formé par les tangentes de la 
gerbe G passant par y : 



r6 = 



dxby — - Ctybx 





afiy 


Qfxby -{- dgbx 


aj)x 








a^by dyb^ 





afiy 


axby + ttybx 


aai)x 


a'jby — ttyOrn 





^% 


ajiy + a'ybx 


a'xbx 








aWy - a'yb'. 





<K 


(lxby-\-(lybw 


di^i 


a'X - a'JK 





<&;' 


«i'^;'+<w 


axOx 








0>»f>y ttyOx 





a"b" 

y y 







= 



Les coordonnées du point A annulent a». Og, a'i et par suite la 
dernière colonne du déterminant; de plus elles rendent la première 
colonne identique^ au signe près, à la quatrième; donc A est un point 
double et yk une génératrice double du cône Te. Donc yk est tangente 
à deux cubiques de la gerbe, mais, pour chacune d'elles, le contact 
doit avoir lieu en A, car une tangente en un point d'une cubique 
gauche ne peut plus rencontrer cette ligne ailleurs. Ainsi la droite yk 
rencontre Ct en deux points autres que y et ces points coïncident en A, 
o'est-à-dire que yk touche e-i en A et que le cône Te a la droite yk pour 
génératrice de rebroussement. 

La même chose a lieu pour le point B. 

Dans la gerbe G, le cône du complexe det tangentes ayant pour 
sommet un point quelconque a deux génératrices cuspidales passant par 
kêtB. 

Il est bien évident que le méoge raisonnement s'applique aux cinq 
points de base d'une gerbe de Reje, Nous rencontrons ainsi ce théorème 
de M. SruRM» retrouvé plus tard par M. Humbbrt. 

Dans la gerbe dé Reye^ le cône du complexe des tangentes ayant pour 
sommet un point quelconque a cinq génératrices cuspidales passant par 
les points de base de la gerbe. 
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•S. Revenona à la gerbe G. Les faisceaux projectifs 



dx h 


?-==*^- 


Oy hy 


ay hy 



eDgendrent une quadrique passant par les droites àb^ a'h'^ par les points 
A et B et (pour h=^\) par le point y. 

Par ce point y on peut mener deux génératrices rectilignes de la 
quadrique : l'une est représentée par les équations précédentes où Ton 
fait il = l; elle rencontre ah et e'i'; l'autre, de même système que 
ah et a*b\ a pour équations 

ax a'gg hx b'm 

Uy a'y by Vy 

Appelons cette droite d\ si pour un point particulier x de cette droite, 

on a 

dx ttx bx h'x 

ay a'y hy Vy 

on peut, dans le déterminant Te trouvé précédemment, remplacer 
A«9 dm» bxn bx par fxay, [La'yn vby^ vby et l'on remarque que les termes de la 
première et de la troisième ligne sont proportionnels, de même que les 
termes de la seconde et de la quatrième ligne. 

Dans la gerbe G, le cône du complexe des tangentes ayant pour sommet 
un point j possède trois génératrices doubles d; ce sont des rayons de 
systèmes réglés passant tous trois par A, B, j a^ admettant respectivement 
pour rayons deux des droites ab, a'b', a"b". 

Si deux de ces droites se rencontrent en un point C, le système réglé 
correspondant est un cône et la droite d passe par C; elle devient alors, 
comme on l'a vu au n* précédent, une génératrice cuspidale de Te. 

Le problème du n^ 50 (trouver une cubique de la gerbe G qui admet 
comme bisécante une droite donnée), est, en efEet, indéterminé quand 
la droite en question (yz) est la droite d ci-dessus, c'est-à-dire quand 
on a 



dM c/% b% b\ 

\'y by Vy 



ay a'y by Vy 



ou encore 

|flv a; 1=0, \by Ji|=0. 

Car alors a!' est indéterminé, tandis que l'on a 

K • oc — — 



I >; vi I ' I «i' h.\ 
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Les cubiques qui répondent à la question sont donc 

Elles sont toutes sur la quadrique représentée par l'égalité des deux 
premiers rapports et cette quadrique passe Tisibiement par A, B, ab^ a!b' 
et éridemment par dy puisque cette droite est bisécante de toutes ces 
courbes. 

Elles sont en outre chacune sur une quadrique du faisceau représenté 
par les deux derniers rapports (<x!' arbitraire); ce faisceau marque, 
sur dy une involution à deux points doubles correspondants à deux 
courbes de la gerbe qui touchent d. 

04. Pour la gerbe de Sturm^ nous avons vu que le lieu des contacts 
des tangentes issues d'un point y est une cubique et que les équations 

a g 6y — tty bx bxb'y — byhx^ 6« by — by bx bx by — by b'x 
ax bx ' bx bx 

représentent cette courbe plus la droite bb\ 

Le point p est sur la cubique et le cône qui la projette de y est du 
second ordre ; tel est donc aussi Tordre du complexe des tangentes. 

On vérifie d'ailleurs facilement que les sommets du tétraèdre ahb'b" 
sont sur la cubique gauche ci-dessus, quel que soit y. 

Echangeons les x et les y dans les équations précédentes ; nous aurons 
les équations de la tangente, au point y, à la courbe de la gerbe qui 
passe par y : 

axby — ay bx bx by — by bx bx by — by b'x b'x by — by bx 
ay by by by 

Ces relations peuvent s'écrire aussi : 

by by'^b'y' b 'y by'^V^^ 

Si la tangente perce les plans a, 6", 6, b' respectivement en M, N, 
P, Q, le rapport anharmonique de ces quatre points est égal à celui des 
quatre plans , 

« -_n h" ft ??=«^. ?fL — ?? 

a,-U, 0,=U, ^;;==^.l ^.,-y, 

OU encore à rn'rn* 

b, Oq 
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Or, les équations de la tangente donnent, puisque b, =096^ = 0, 
dp __ 6p 6p__2&; , ffp lay 

tty Oy Oy Oy Op 2 Oy 



tty Oy Oy Oy Oq Oy 



et finalement 



flp Aq 1 



On a donc le résultat saivant^ d'ailleurs bien connu : 
Dans la çerbe de Sturm, le complexe des tangenUi est un complexe 
titraédraJ dont le rapport anharmonique est 1/4. 

OA. Nous passons à une autre série de propriétés de la gerbe G. 
Nous avons vu que la courbe de cette gerbe déterminée par le point y 
a pour équations 

ajby a'Jb'y a'xb'y 

Uyhx a'Jb'x a'yb'x 

Cherchons Téquation du cône circonscrit de sommet y\ il suffît de 
remplacer x par y -{- ^â?, puis d*éliminer h. Cette substitution donne 
la relation 

ayby -}- ha^by =5 CO {flyby "j" ha Jb g) 

ou encore 

ayby (1 — m) + kajcby — htù a^hg »= 

et deux autres analogues. L*élimination de A et (o donne 

\ a b a b a b 1=0. 

Cette équation représente le cône de sommet j circonscrit à la cubique 
de la gerbe qui passe par ce point y. 

Elle exprime aussi qu'un point y d'une certaine courbe de la gerbe 
et un point x pris en dehors sont sur une même bisécante de cette 
courbe. 

Donc si l'on y regarde les y comme variables, la relation précédente 
représente le lieu des points dd rencontre des cubiques de la gerbe avec 
les bisécantes qu*on peut leur mener du point fixe x. 

Echangeons les x et les y : 

ttxby Uybx axbx I «=B 0, 
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Lei hisécantêi menées d^un point Jixe j aux eubiçuêê de la gerbe G ren- 
contrent ces courbes sur une sur/ace du quatrième ordre T4. 



». Si OD remplace x par les coordonnées de A (ou B), on annule 
deux colonnes du détermioaDt; donc A et B sont des points doubles de 
T4; on voit de même que les droites a&, a'b\ a!'b** sont tout entières sur 
la surface. 

La cubique de la gerbe déterminée par le point y est sur la surface 
T4, car les coordonnées de ses points rendent les termes des deux pre* 
mières colonnes du déterminant proportionnels. 

Il est géométriquement évident que le point y est un point double de 
la surface T4, car une droite par y ne contient que deux autres points 
de T4; au surplus, si Ton fait x = y dans le déterminant précédent, les 
trois colonnes deviennent identiques, et l'on peut, par soustraction, 
obtenir deux colonnes de termes nuls. 

Cherchons le cône des tangentes en y àT4; posons X'=^y'\-hz\ le 
déterminant devient 

I a^fiy -\- hajby ajby -j- kayb% aj)y -|- ^ (fly&i -|- ajby) -j- Vajb» \ . 
Le terme en k^ est 

\ I ttiby aybt a^y I -j- I ttyby ttybg ttybx + ttiby \ ( 

/ + I asby ttyby «y 6, -|- a,6y | 4" | û^» ^i^ ^yby 0,6, | \, 

Le quatrième déterminant est nul; le second et le troisième se sim- 
plifient par soustraction de colonnes et Tun d'eux se détruit avec le 
premier; il reste 

k^ I ttyby ttybx Ax&y | 

Or, pour z variable, cette expression égalée à zéro représente le cône de 
sommet y circonscrit à la cubique de la gerbe qui passe par y. 

La surface T4 a le point j pour point double et le cône tangent en ce 
point est le cône perspectif à la cubique de la gerbe déterminée par ce 
point J. 

09. La première surface polaire de y relativement à T4 est une 

surface cubique T3, lieu des conjugués du point y par rapport aux 

cubiques de la gerbe G. Elle admet A et B comme points simples et y 

comme point double et elle touche en y le même cône que la surface T4. 

d 
Son équation s'obtient par Tapplication du sjmbole ^yj- au determi- 

dx 
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nant Ti» ou, successivement, à chacune des colonnesde ce déterminant : 

I ttyby ttybx dxtx \ -\^ \ dxby ttyty ttxtx \ 

4- I ttxby ttybx axby I 4" I ttxby aybx ayb» \ ; 
les deux derniers déterminants sont nuls et les deux premiers donnent 

Ts =s I axby — (iifix dyby ctxbx \ 

La courbe c? lieu des contacts des tangentes issues de jf se trouve sur 
T$y car ses points rendent proportionnels les termes de la première et de 
la troisième colonne ; cette courbe Ci est d'ailleurs aussi sur la surface 
T4. La tangente en y à la cubique de la gerbe passant par p est tout 
entière sur la surface Ts, car ses points rendent proportionnels les 
termes de la première et de la seconde colonne du déterminant Ts. 

Le liéu des conjugués d'un point y par rapport aux cubiqvss de la 
gerbe G est une surface du troisième o^-dre, ayant le point y pour point 
double. Le cône des tangentes en y est perspectif à la cubique de la gerbe 
passant par y; la tangente en y à celte cubique est toute entière sur la 
surface. 

La seconde partie de cet énoncé nous est communiquée par M Ser- 
vais. 

08. On peut trouver, sous une autre forme, Téquation de la sur- 
face Ts : l'égalité aaj)x — a'a'xbx = et deux analogues représentent 
trois quadriques circonscrites à une cubique variable 

aax (t'a'x a!'o!x 



bx bg b'x 

de la gerbe G. Les plans polaires du point y relatifs à ces quadriques 
sont représentés par 

a {a/x + axb^) — a' (a;6. + a'xby) = 

et par deux relations analogues; le point x commun à ces trois plans 
est le conjugué de y; le lieu de ce point s'obtient par élimination de 



a, a', a" : 



= 0. 



ayb» + a«6y — (a^ bx + ««^y) 

ayb: + aj)'; - {a';bx + a'^b^) 

a;;>: ^ a'xb'l, — ^a';b'x + a'X) 

ayb's 4~ <^J>y = représente le plan polaire de y par rapport aux plans 
a et b'\ dési^nons^ie par irn. Soieat de n^éme ttzi, tth \ tth, ttis, ttu, les 
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plans polaires de y par rapport aax couples de plans a'h*\ a"b; a'b^ 
a''b', ab". On aura 

TTia — TTji 



T,= 



= Î^i27r257r5i — 7ri57r5î7r2i = 0. 



TTii ^ TTsi 

TTts — 7r|2 

La surface Ts est donc le lieu des points dont les produits des di8*ances 
à deux triples de plans, 7ri2i 7:25, f^n et ttu, 7ri2, 7121, sont dans un rapport 
constant. Ce rapport est d'ailleurs déterminé par le point y, qui appar- 
tient, comme nous Tavons vu, à la surface. 

De plus la surface Ti appartient à un faisceau dont deux surfaces 
particulières, 7ris7r2s7r3i et TTis'^ssTrai dégénèrent en trois plans. Le plan 
tangent eu un point M de T5 passe par Tintersection des plans polaires 
de M relatifs aux deux triples de plans ci-dessus. 

La construction du plan tangent en un point de Ts est linéaire. 

Les éléments de la courbure de T3 en M dépendent des mêmes 
éléments de la quadrique polaire de M ; or, celle-ci passe par Tintersection 
des quadriques polaires ae M relativement aux deux angles trièdres 
7ri27r2s7r3i et 7ris7rf27r2i ; ces quadriques sont des cônes. 

La construction des éléments de la courbure en un point de Tf dépend 
de V intersection de dmx cônes du second ordre. 

Un plan de chacun des trièdres n coupe chaque plan de Tautre trièdre 
suivant une droite qui est tout entière sur T| ; ceci donne neuf droites 
de cette surface. 

Les surfaces analogues à T4 et Ts, dans les gerbes de Reye et de Sturm 
sont aussi respectivement du quatrième et du troisième ordre. Ce fait est 
connu. 



^ Nous nous occuperons maintenant des plans tangents aux cubi« 
ques de la gerbe G 
Les relations 

axby — aybx a'xb'y — a'yb'x a'^by — a'ybx 
ayby a'yb'y a'yb'y 

représentent^ comme on Ta vu, la tai gente en ^ à la cubique de la gerbe 
qui passe par y. Les équations 

ayby 

représentent le faisceau des plans menés par cette tangente. 
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Pour qa*UQ de ces plans passe par deux points ^ et 2', il faut que la 
première des relations précédentes soit satisfaite pour x = z et x = z'. 
Ces substitutions nous donnent deux égalités qui, jointes k 11=^0, per- 
mettent d'éliminer l, l', V. La résultante est 

I a^\ — a^h,, a,,\ — aj),. a^b^ \ = 0. 

Si l'on regarde y comme variable, on a le lieu des contacts des plans 
tangents menés de la droite zz' aux courbes de la gerbe G. 

Dans la gerbe G, le lieu des contacts des tangentes qui s'appuient sur 
une droite donnée est une surface du quatrième ordre U4. 

Cette surface est évidemment engendrée aussi par une inanité simple 
de courbes Ci, lieux des contacts des tangentes qui passent par un point 
de zz'. 

Son équation est satisfaite aussi pour 

aj)y — ay6, a\b'y — a'yh'^ a'^h'J — a'yb'^ 
(^z'by — «y b^f a'^,b[ — rty 6^/ a'l,b^ — ol^b'^, 

Ces relations représentent, en apparence, une cubique gauche As; 
mais, en posant y =sz-\- kz\ on veriûe, par un calcul facile, qu'elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs de h\ donc la courbe ig dégénère 
en une droite zz' plus une conique ou un couple de droites. C'est ce 
dernier cas qui se réalise, car ki a visiblement pour bisécantes ab, a'b' 
a'^h" et ces droites, n'étant pas dans un même plan, ne peuvent être 
trois bisécantes d'une même conique. 

Ainsi, la courbe Ks se décompose en une droite zz' et deuûo droites réelles 
ou imaginaires s' appuyant à la fois sur sh, a'b', a"b", zz'. 

On vérifie aussi que la surface U4 passe par les points A et B et 
contient les droites ah, a*h\ a''b'\ 

90. Le résultat du n® précédent snbit une réduction dans le cas de la 
gerbe de Reye. 

Faisons encore, comme au n'^ 57, 

a, = a?i, ai = a?2» a» = a?5, ô, = a?i - a?*, &i = a?» — a?*, b'x = â?« — a?4, 
L'équation de la surface U4 devient 

I «< iy< — y«) — y< (^< — «0 ^i (y* — y*) — y< (^i — *i) y* (y* — yO I == o, 

(»=1,2, 3); 
ou encore 

[ yiZ^ — ZiV^ yiA — «iy» y< (y< — yO ( = o. 
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SooftrajMM, àê la teeonde cokma». 1m tonMi ëe la prmièri aiaHi- 
pli«s par ^4 : ^» ; les terme* de la eecoade eolowie eeroat akxv diTÎnblea 
par ]r«; de lorte qae, daaa la çtrbt ég Bif€, la rarlaee U« ee déeoMpoee 
en OD plaa coDteDaat les droites oà, c'^, a''^^\ plus uaa eorlaes de 
troiaièiDe ordre ; car ob calcul Ikcile montre qae le lerme en ]r« de réqoa- 
tion précédente n*eet pas identiquement nul . Si Ton lait abstraction de 
ce plan ]r« qui ne satisfait pas aux conditions géométriqQea de problème, 
on retroQYe ce théorème conna : 

Dans la fêrte ie Reye^ le lie» des eoniëets des pUns iamgemis wisnéspar 
une draile donnée est une surf au du trcisièau ordre. 

Dans le cas de la gerhe de Slurm^ on doit faire a' = 5, a''= 5' et l'on 
▼oit facilement qae Téquation de la sariace U« se décompose en 5, = 0, 
6^ =s et one quadrique qoi est alors le lien cherché. Ce qui donne cet 
autre résultat coLnn : 

Dans la gerbe de Sturm, le lieu des contais des flans tangents menés 
par une droite donnée est une surface du second ordre. 

91. Si dans l'équation 

I azby —* a^b» aMibg — Oybzt ajb^ \ = 0« 

qui représente la surface U* pour la gerbe G, on remplace y par s, les 
termes de la première colonne s'annulent, mais les termes des deux 
autres colonnes ne sont, en général, ni nuls ni proportionnels. Mais 
% est un point quelconque de la droite 'Zz*\ donc cette droite tout entière 
est située sur la surface U4 et en est une droite simple. 

Une section de U4 par un plan n contenant zz' se complète par une 
cubique, lieu des contacts du plan tt avec les cubiques de la gerbe qui 
le touchent. 

Par le même raisonnement, on montre que ce lieu est une conique 
dans le cas de la gtrbe de Reye et une droite dans la gerhe de Slurm. 
On a ainsi ce théorème dont la seconde et la troisième partie sont 
connues. 

Le Heu des contacts d'un plan avec les cubiques de la gerbe qui le 
touchent est du troisième^ du second ou du premier ordre, suivant qu'il 
s*agit de la gerbe G, de celle de Reye ou de celle de Sturm, 

99. Cherchons à présent Téquation du plan osculateur en y à la 
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cubiqae e% de la gerbe G qui est â^rminée par le point jf et dont les 
équations sont 












a'b' ' a"b" 



(ù. 



Nous avons trouvé que le faisceau des plans tangents en y est repré- 
senté parles relations 

il^All^^O, 11 = 0. 
a 

y y 

Entre la première de ces égalités et les équations de Cs* on peut 
éliminer les w et Ton obtiendra une relation du troisième degré en gd; 
deux de ses racines sont égales au paramètre du point y et celui-ci est 
visiblement co =a 1. Pour que les deux égalités écrites en dernier lieu 
représentent un plan osculateur, il faut donc que Téquation en gd ait trois 
racines égales à l'unité, ou, ce qui revient au même, que le produit de ses 
trois racines soit 1, ou enfin que le coefficient de cù' et le terme indépen- 
dant de (ù aient une somme nulle. 

Or, voici cette équation en cù résultant de l'élimination des x : 



Il — ^ . ^ atby — (ùUybi a'iby — wai Ji a'ib'i — wa'y J'/ 

U 

y y 



0. 



Dans les lignes de ce déterminant, i prendra successivement les 
valeurs 1, 2, 3, 4. Le terme indépendant de a; et le coefficient de (ù* 
ayant une somme nulle» on doit avoir 

ajby — Oybi 



Zl 



a^fb^f 



ajby a'ib'y a'i'by 



^^a^yjpoyb, ^^^ ^j^, ^,,^,, 

y y 



= 0, 



On simplifie le premier déterminant en retranchant, de la première 
colonne, les termes des trois autres divisés respectivement par a b , 

^ybyi (^yby \ OU fait uuo opération analogue pour le second déterminant 

et Ton obtient 



SJ-T" (^y (iiK d'iby 
by 



+ 



ai 



^l — b(ay b'ta'y b%ay 

«y 



= 0, 



ou encore 
li{J>aa'a") *;y; + {abb'h") «>;'] + l'iih'aa'a") j;'», + {a'bVb") a'^] 
4- i"[(*"a«'a") *,*; + {a"bb'b") «,«;] = 0. 
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Il ne reite plus qu'à éliminer 2, /', V entre cette équation de condition 
et les relations qui définissent le plan tangent, 

amhy — ayha 



11 '" .^ =0. 2^ = 0. 



La résultante est 



(i«« V) j;j;' + («ii'j") « 1 

y V 



0, 



ou encore 

I aj>^ - a,i, {haa'a") ajbjb'/' + (aWb") V,«>;' «A I = <>• 

Pour X yariable, c*e6t l'équation du plan osculateur cherché; pour 
X fixe et y variable, c'est Téquation du lieu des contacts des plans 
osculateurs menés à des courbes de la gerbe G et passant par le point 
fixe X. 

Si d'un point fixe, on mène des plans osculateurs aux cubiques de la 
gerle G, le lieu des points d^osculation est une surface du septième 
ordre Tt. 

9 S. Les points de T? qui rendent proportionnels les termes de la 
première et de la troisième colonne constituent la courbe c?, lieu des 
contacts des tangentes passant par x. 

On voit que la surface T? a les points A et B pour points doubles, 
X pour point simple; elle contient les droites ab, a'b% a^'b'\ dont les 
points annulent une ligne du déterminant T^ et les droites aa\ a*a*\ a^'a, 
bb'f b'b'\ b"bf dont les points annulent les termes d'un mineur du 
déterminant. 

La surface T? contient encore une certaine courbe c^ dont les 
équations 

{baa'a'') b'^b'; + (abb'b") a'^a'^ = (ft'aa'a") b'^b^ + {aWb'') a';a^ 

= (è"aa'a") è^*; + {a'WV')a^a'^ 
s* obtiennent en écrivant que les termes de la seconde et de la troisième 
colonne du déterminant T? sont proportionnels. 

Un point de cette courbe satisfait à Téquation de T? quel que soit â?; 
en d'autres mots, toutes les surfaces T? passent par cette courbe c, ou 
encore, en un point M de c, le plan osculateur à la cubique de la gerbe 
déterminée par M est indéterminé. 

Si Ton observe que {fla'a")i et {bVb'')i sont respectivement les coor- 
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données de A ei de B, les équations précédentes pea?ent s'écrire symbo- 
liquement 

bj)yb'i + a^aiay = b'J)yby + a^a^ay •=» b'^byb'y -f- a'^Uyai . 

Si ToQ pose y = A -4- ^B, les membres de ces égalités deviennent 
tous trois 

Donc ces relations représentent deux quadriques ayant en commun la 
droite AB et dont l'intersection se complète par une cubique gauche. 
Les points de cette courbe ne peuvent définir des cubiques proprement 
dites de la gerbe G, car sinon leur plan osculateur serait déterminé. Ils 
doivent donc se trouver sur des courbes de la gerbe dégénérant en une 
droite et une conique. 

Les plans menés p^r la tangente à la conique au point où elle est 
rencontrée par la droite forment évidemment le seul faisceau dont 
chaque élément rencontre le sysième de la droite et de la conique en 
trois points coïncidents. 

Mais on a vu au commencement de ce chapitre que les cubiques 
dégénérées se composent des rayons s appuyant sur a&, a'b\ a"b** et des 
Ooniques reposant sur ces mêmes droites et passant par A et B ; ainsi 
se trouvent engendrées deux surfaces, l'une du second, l'autre du 
quatrième ordre, ayant en commun les axes a6, a'b\ a"b" et les deux 
droites qui s'appuient à la fois sur ces axes et sur AB. L'intersection de 
ces surfaces se corapièie par une cubique gauche, précisément celle dont 
nous venons de parier. 

Toutes les sur/aces T? passent par la droite AB el par une cubique 
gauche ^ lieu des points doubles des courbes dégénérées de la gerbe, 

94. Pour étudier la surface analogue à T? dans le cas de la gerbe de 
Reye^ faisons encore 

«y ==2/'* 0''y = yu (iy = yi\ 

by^Vi — y*, b'^^yt^y,, b'^ = y%'-y,. 
On vérifie aisément que l'on a, dans ce cas 

(6aa V) = (ft'aa'a") = {b"aa'a'') = + 1, 
(abbV) == {a'bb'b'') = [a"bVb") = — 1. 

Dans le déterminant 

T, = I a>^ - aj>, {baa'a") aJ)J)X + («**'*") *v«X< «A I ' 

5 
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les iermet de la seconde colonne deviennent 

Vi (yt — 2/0 (yt — 1/«) (yt — y,) — y. i/î.ys (yt — y^) (i = l , 2, 8); 

ils sont tous divisibles par y^ et T? se décompose en un plan jfk et une 
«arfai-e Ta. On a ainsi le théorème connu : 

Dans la gerbe de Reye, le lieu des contacts des plans osculateurs 
menés par un p tint est une surface du sixième ordre. 

Pour la gerbe de Sturm^ le résultat est beaucoup plus simple : lorsque 
Ton pose a' = b. a'^ = b\ les déterminants (ftaaV), (b'aa'a")^ (a'bb'V% 
{a''bVb") sont nuls et Téquation du lieu considéré se réduit à 

(oèft'è") ajblb'^ ajh^ 

bj)'^ 

-(abb'b")b/^'b'l W 



aJ>y — dyK 



a'b' 



a"b" — aV" 



= 0, 



ou encore 



(abb'V')ahlb''b'' 






K 



K 

b'L 







' « "x I 



*; 



*'; 



= 



ou enfin, après un petit calcul, et en faisant abstraction des facteurs 

«.w;[3(t;_ir)-(f. |)]-o, 

résultat conforme à celui que nous avons donné dans nos Notes sur Us 
cubiques gauches. 

Dans la gerbe de Sturm, le lieu des contacts des plans oscuUU&urs 
menés par un point est une surface du troisième ordre. 

95. L*équation de la surface T?, relative à la gerbe G, établit une 
liaison entre les points x et y. Celte liaison est très spéciale : elle fait 
correspondre, à tou(. point y, un plan passant par ce point. Si Ton 
ideniiûe cette relation à une équation linéaire en 7f représentant un plan 
donné u, on a trois éga. ités satisfaites pour un nombre uni de points y 
situés dans le plan u. En d'autres termes, la liaison considérée repré- 
sente un système focal supérieur (^). 

(^) R. Stusm, Afatk. Ann « 1. 19 et 38. ^ AMBsaDBB» lourn, /• Matk.t t. ifl. — 
Voss, Math. Ann., t. 23. 
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Faisons obseryer que toute gerbe linéaire de cubiques gauches donne 
naissance à un sydièœe pareil et que M. Sturm a déterminé, pour 
toutes ces gerbes, les caractéristiques du système focal en se servant 
de la géotiiétrie dénumérative. Notre étude nous permet de retrouver 
des résultatâ de cet auteur et ceux-ci nous serviront de contrôle. 

D'spiès une théorie connue, tout système focal supérieur a trois 
caraciéristiques : P le nombre a de plans répondant à un point (ici 
a =s 1); 2* le nombre |3 de points répondant à un plan; 3® le nombre y 
de fois qu'une droite est dans le plan focal d'un de ses points. 

D'^autre part, tout système focal supérieur a deux nombres ordinaux 
(Oradzakhn) : l** Tordre m de la surface lieu des points dont les plans 
focaux forment une gerbe de sommet x: ce nombre est aussi la classe de 
la développable enveloppe des plans focaux des points d'une droite; pouv 
la gerbe G, ce ncmbie est 7. pour la gerbe de Reye 6. pour celle de 
Sturm 3; — 2** la classe n de la surface envelof pée par les plans focaux 
des points d'un plan ; ce nombre est aussi Tordre de la ouurbe gauohe 
lieu des poiits dont les plans focaux passent par un axe. 

Enân, entre les caractéristiques et les nombres ordinauXi on & les 
relations 

a-|-y = W» (3-(-y=r». 

Donc y vaut 6 dans la gerbe G, 5 dans celle de Reye, 2 dim» celle 
de Sturm. 

La détermination de |3 ou de n doit être différée. 

9G. Jusqu'ici nous avons pu éviter de résoudre les équations d'une 
cubique gauche par rapport aux x; pourtant, dans la recherche du plan 
osculateur, cette résolution n'a été que dissimulée. Il reste un certain 
nombre de questions pour lesquelles il ne parait guère possible de se 
priver de la représentation paramétrique explicite, encore que les calculs 
soient pénibles. 

Afin de les simplifier un peu, nous les ferons pour la cubique parti- 
culière 

ttj, fltjp «ï 

^x ^i ^x 

en remettant^, jusqu'au résultat final, l'introduction dea facteur» «, a^y 
af'^qui ailOeotent les formes a^, a-Lal»' 
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Les équations précédentes résolue? par rapport aux a> donnent 

f,Xi = (a — wh a* — wV a" — w6" )< ; 
l'indice i du déterminant indique que les symboles a, b^ ••• doivent 
prendre, dans les lignes successives, les indices 1, 2, 3, 4, sauf f ; de 
plus ce déterminant sera précédé du signe -I' ou — suivant que f sera 
impair ou pair. 

On peut écrire aussi, en ordonnant par rapport à a;, 

pXi =. [aa:a")i — u) \{ba'a")i + {ab'a'% + (aa'6") J 

+ 0)» [(6& V')< + {ba'b% + (ab'h'%] — œ* (bb'b'% 

Remplaçons les x par les expressions proportionnelles dans Téquation 

;.a, + ^aj + va; = 

qui représente un plan tt passant par A. Âpres cette substitution, le 
terme indépendant de ou est identiquement nul, c'est à dire que Téqua- 
tioQ du plan est vérifiée pour a; = 0, et cette valeur du paramètre 
caractérise le point A. Divisant alors par w, on obtient une équation du 
secoiid degré 

— i(aèaV') / l[(abb'a") J^(aba'b")] / l{abVb") 
,— p {a'ab'a") + « + p [[a'bd'a") + (a'ab'b")] — «»)+;/ [a'bW) = 0. 

— V {a''aa'b") \\'v[(a"ba'b'')+ {n^ab'b'')] (+ v (a^bb'b") 

Les racines de cette équation sont les paramètres des points, autres 
que A, où le plan tt coupe la cubique gauche. Pour que ce plan soit 
tangent, il faut que les racines en o) soient égales, ce qui s*exprime par 
la relation 

/ [{abya") + {iba'b'')] \ 2 il (aba'a") \ / ;. (nbVb") 
4- ft [(a'ftèV//') + {(l'aVb'' ] I = 4 I + a (a'afc't/") | x | + u (a'bb'b") 

Cette équation est du second degré en ^, |ui, v et, si ces paramètres 
sont considérés comme les coordonnées du plan tt dans la gerbe (A), 
réquation précédente est Téquation tangentielle du cône projetant la 
cubique gauche du point A. 

Si >, ^^ V sont trois constantes, la relation ci-dessus exprime la condi- 
tion pour que le plan 9 passant par A touche la cubique eu un point autre \ 
que A. Introduisons alors les coefficients a, a', a." : tout oéterminant 
tel que (abb'b'^), («frfcV), (aba'a''), ••• se trouvera multiplié par autant 
de facteurs a qu'il contient de symboles a. Ainsi Téquation précédente est 
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homogène et du quatrième degré en a, a', a'^ Mais, si l'on j substitue. 



(ïx Clx q!x 



à a, a! at!\ les expressions r* » rr » 777 ' on obtient une équation du 

Dm Ux Ox 

huitième ordre. 

Les cubiques de la gerhe G qui sont tangentes à un plan passant par A 
engendrent une surface du huitième ordre, 

99. Les équations 

Xa^ + ixal + va;' = 
^K + fJ^b^ + vb': =0 

représentent une bisécante de la cubique 

b.^ b;,'^b: 

Si les coefficients P., |ui, v Tériûent la relation du n"" précédent, la 
bisécHute en question est une tangente; réliminaiion de A, //, v donne 
le lieu des tangentes à la cubique, c'est-à-dire l'équation de la dévelop- 
pable osculatrice à cette courbe. 

Mais les deux équations de la bisécante donnent 

lifiiv^ (aX - b'^iQ : [a'X — b'L^a:) : {aj>'^ — *iM 
et la substitution, dans Téga ité du n* précédent, fournit l'équation 
suivante, dont le premier membre est un covariant important des 
six formes a, a\ a", fr, ft', è". 

(dX — bLa':^) [(afcj'a") + (a&a'ft")] ) * 

+ (iX- bM [ia"b^'ub') + ( i"b''ba^,} 

i {aX-by:)ibaa'a'') 1 / {<b': ^b',a'l)(abb'b") 
+ 4 + (a;'*. - b'^a,) (br.a'a") X j + Kb, - *X) (a'WT') ] = 0. 
f + («A — b,K) [p^aa'a") ) ( + (aX - Ml) (a"6W»") 
En j considérant les â; comme constants, on a la condition pour que 
la développable osculatriee à la cubique donnée passe par un pointa?, 
ou la condition pour qu'une tangente de cette courbe passe par x. 

Si l'on introduit les symboles a, a', a/\ on voit que la relation 
précédente les contient, d'une façon homogène, au sixième uegré; puis, 

flx a'x a'i 
si Ton remplace a, a', a" par 7-» ,, » ,,, 1 les X étant les coordon- 

bx bx bx 

nées courantes, on a une équation du douzième degré en X. 
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Les eubiquéê de la gerhe G qui envtrieni une tangente par un point 
donné engendrent une surface du douzième ordre, 

98. Soit «ar =>0 réquHtion d*un pl^n quelconque; si Ton y remplftre 
les a par le^ f«inctioD8 de &) écrites au n« 76. on trouve une relation 
cubique en o) dont les racines sont les paramètres des points de rencontre 
de la cubique gauche avec le plan u. Voici cette relation 

(uaa'a'') — « [wfta'a") + (uah'a") + {uaa'b")] 

+ «' [(M/^ft'a") + {uba'b") + (uûft'ft")] - ^^ {ulVb") = 0, 

ou, en abrégé, 

AoOù» + 3Aiû)' + 3Aî« + As = 0; 

les indices des coefficients A sont les degrés des termes que ces sjm* 
boles représentent par rapport aux a et aussi par rapport aux a, quand 
on aura iotroduit ces derniers paramèires. 

C'est encore M. Sturm(*) qui a donné Tinterprétanon géométrique 
des formes invariantes de cette équation, dans ie cas où la courbe est 
définie par la représentation paramétrique de Môbius (W\ : Wt\Xi\ Xk=^ 
0)' : &)* : G> : 1). Il a montré que le Hesisien de la forme cubique a pour 
racines les paramètres des points de la cubique alignés sur le pôleda 
plan u dans le système fucal déûni par la courbe. La droite d qui 
joint ces points est associée au plan u par l'intermédiaire de ia cubiqoo 
donnée; si celle-ci décrit une gerbe linéaire, la droite d déciit une 
congruence. 

Pareillement le rovariant cubique représente un plan 9 associé au 
plan u et, quand la cubique décrit une gerbe, le plan v enveloppe uce 
surface. 

Nous devons nous borner à indiquer ces problèmes; leur résolution, 
par la méthode actuelle, parait en effet impraticable. 

Le discriminant de la forme cubique est 

4 (A.A, - AJ) 'A,A, - AJ) - (A,A, - A.A,)'; 

son évanouissement représente, si les u sont variables, Téquation tan- 
gentielle de la cubique gauche; si les u sont constants, il exprime la 
condition pour que le plan u soit tangf nt à la courbe. Le poids de ce 
discriminant est 6; donc, quaidon introduira les paramètres a, a\ a", 



(*) R. Stiîrm, Darstellùng binàrer Formen aùf der cubièchen Raumcurve (Jouro. 
f. Math., t. 86). 
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oen-ci figureront au sixième degré et quand enûa od reuplacèra 

o,g dx ^jt 
a, a\ a" par 7- « r- » tt, > on aura une équation du douzième degré en Of, 

0» o'a Ox 

Les cubiques fe lu ijerhe G qui louchant un plan donné engendrent 

une surface du douzième ordre. 

911. Les conditions pour que Péquation 

Ao&)» + 3Aiw« + 3ki(ù + Al = 

ait trois racines égales, ou que la cubique oscule le plan u, sont 
exprimées par les relations 

Aq Ai At 

Ai As As 

Uoe de ces relations sera du second degré en a, a', a"; une autre sera 

du troisième degré et il j aura donc, en général^ six systèmes de yaieurs 

communes. 
Il f a six cubiques de la gerbe G qui osculent un plan donné. 
Ainsi se trouve complétée Tétude du système focal supérieur défini 

au n® 75; sa seconde caractéristique est donc |3 «= Ô et le aecond nombre 

ordinal est 

ce qui est conforme aux résultats obtenus par M. Sturm. 

80. Les conditions pour que Inéquation du n^ 78, 

(uaa'a") — « [ wè l'a") + (uaVa'') + {uaa'b")\ 

+ 0)^ [(abh'a") + {uba'b") + {uab'b'')\ — w« (uW'ft") «= 

soit vérifiée pour toute valeur de &), c'est-à-dire pour que la cubique 
gauche dégénère en une conique (ou un couple de droites) dans un pian u^ 
plus une droite, sont exprimées par les relations 

{ua(Ca") = 0, 
(Mè.i'a") + [uab'a'') + {uaa'b") = 0, 
(ttJft'a") + (ub l'V') + (uab'b") = 0, 

(u6//fc") = 0. 

La première et la quatrième montrent que le plan u doit passer par les 
points A et B. 
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En éliminant les u entre les relations précédentes, on a la condition 
générale pour que la cubique dégénère : 

(bb'a'')i + {ba'b'')i + {aVb'% (W'*")< I ^ 0. 

Le premier membre est on invariarit simultané des formes a,a\a'\ 
bf b'i V\ on doit donc pouvoir Texprimer sous forme d'une somme de 
produits de déterminants à quatre lignes. 

En décomposant les termes de la seconde et de la troisième colonne, 
on a une somme de neuf déterminants, dont Tun sera par exemple 

A=l(aaV')* (ba'a'')i (bb'a% {bbV')i\. 

Pour le transformer, multiplions-le par {bb'a'a")^ en appliquant la 
règle de la multiplication des déterminants; nous aurons 

(ftaa'a") 

ib'aa'a") (b'ba'a'') 

{a'bb'a") (aWb") 

{a'Wb") 

ou encore 

A X [bVa'a'') = {baa'a") (Vba'a") (a'bVa") {a'Wb'% 
A = — [baa'a") {a'bb'a") (a''bb'b''). 

On trouve des expressions analogues pour les huit autres déterminants. 

La somme de ces neuf quantités s*annule quand la cubique dégénère. 
Si alors, on introduit, dnns l'équation, les coefficients a, a% a'', tous les 
termes contiendront aix'a' en facteur commun, puisque chacun des 
produits tels que A contient un des déteriuinants (bua'a"), (Vaa'a'% 
{b"aa'a"). 

Après suppression du facteur commun^ Téquation est du troisième 

degré en a, a', a''; donc quand on remplace ces paramètres par r-' 

Ox 



A X {bb'a'a") = 



a. a 



ti 



T^i T^f on a une égalité du sixième ordre. D'après le n** 46 elle 

représente une quadrique et une surface du quatrième degré engen- 
drées par des cubiques dégénérées de la gerbe G. 



THESKS ANNEXEES. 



L 

La Géométrie, en appliquant la théorie de l'élimination entre deaz 
équations algébriques, h*utilise guère que la condition d'existence d*und 
seule racine commune. Les conditions pour que les équations aient plus 
d'une racine commune peuvent aussi donner des résultats géométriques 
intéressants. 

II. 

La construction de la sphère osculatrice à une cubique gauche est un 
problème du second degré. 

III. 

Si a; = 0, /^;£ = représentent des surfaces d'ordres respectifs m et n, 
les équations 

représentent une courbe gauche. Cette figure n*a été étudiée que dans le 
cas de 99} =s n = 1. Pour 9»«=:2etn«=l,on a une ligne du septième 
ordre; quelques unes de ses propriétés se déduisent immédiatement des 
équations ci -dessus. 

IV. 

Dans tout connexe (I, n) de 1 espace, la surface relative à un point 
quelconque est unicursaie. 
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Autres publications de l'Auteur. 



Sur la courbure des Lignes et des SurféM^es (Mem . in-8° de l'Âcad. 
royale de Belgique, 1897). 

Sur la polarisé dans les courbes gauches du 4« ordre (1« espèce) 

et du 3' o^re (Bullet. de TA cad. royale de Belgique, 1900). 

Notes sur les cubiques gauches (Ibid. 1901). ^ 

Recherches relatives aux connexes deTespace (Mém. in-S^'de 
TAcad. royale de Belgique, 1901). 

Précis d*Histoire naturelle (Namur, Wesmael-Chahlierj texte 
bilingue) : ' 

I. Introduction à THistoire naturelle, à Tusage des Écoles 

moyennes, 1898. 

II. Zoologie et Botanique, à 1* usage des Aibénées et des Écoles 

moyennes, 1894. 

III. Physique, à l'usage ces Écoles moyennes, 1900 (en collabo 

ration avec M. H. Mandart). 

IV. Chimie, Hygiène, à l'usage des Écoles moyennes, 1901 (en 
ç collaboration avec M. H. Mandaht). \ . 

Articles divers dans Mathesis^ les Nouvelles Annales de Maihéma» 
tiques, etc. 

SOUS PRESSE : Sur les plans qui coupent, en six points d'une 
conique» un système de lignes de Tespace (Ibid.). 
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